

BIBLIOTECA 


1 


i 

NAZIONALE 


I ■ 

B. Prov. < * 



Digitized by Coogle 


w 

? 


ir 

Xui ■ 

m 

0 

/ 

t 

. I 

\ 1 

V ' 

<» 

Digitized by Coogle 



Digitized by Google 


u ' 


APPENDICE 

ALL’ ALGEBRA ELEMENTARE. 


DEL DOTTOR 

PAOLO RUFFINI 

Membro della Leciow d’Orore, dell’Istituto Naziowalb 
Italiano y della Società’ Italiana delle Scienze y 
Professore di Matematica Sublime nella R. Scuola 
d’ Artiglieria e Genio , e hel Liceo di Modera 
• ec. ec. ■ 

DELL’ AUTORE MEDESIMO 

Ove si contengono le prime Applicazioni delV Algebra 
alla Geometria, e la Teoria delle Serie Algebriche , 
delle Geometriche , e dei Logaritmi . 


> 



M D C G G V 1 1 1. 



Digitized by Coogle 



Digilized by GoogLe 



» 

APPENDICE 

ALL* ALGEBRA 

PARTE PRIMA 

DELLE PRIME APPLICAZIONI DELL’ ALGEBRA 
ALLA GEOMETRIA 

C A P O I. 


Dei luoghi geometrici determinati di primo grado , 
e della costruzione delle Equazioni di grado . 

\.Scol. 1 . 1. Supponghiamo più rette AB, CD, EF, 

GH ec. MN, tali che ‘CD = 3AB, EF = .^AB, GH Fig. i 
= 4AB, ec. se chiameremo i la prima AB, è chia- 
ro che sarà CD = 2 , EP=3, GH = 4> d’onde 
apparisce che , posta come unità una retta AB di 
una data lunghezza, 'per esempio d’ un metro, il 
suo doppio CD sì esprimerà col numero a, il tri- 
plo EF col 3 , il quadruplo GH col 4 > ^ gene- 
rale una retta qualunque MN uguale alla AB repli- 
cata le volte a verrà espressa da questa lettera a . 
Dunque i numeri ci potranno esprimere le quanti- 
tà lineari , riferendo queste ad una data retta pre- 
sa come unità ( n.* 4* Algebra ) . 

II. Ciò essendo potremo applicare il calcolo al- 
le quantità geometriche j e di questo per conseguen- 
Algebra i 
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*a ci potremo servire nella soluzione dei Problemi 
che dìcoasi geometrici y cioè di qite’ problemi, che 
2 riguardano le quantità estese. Vogliasi difatti a ca- 
gion d’esempio allungare una data retta AB già pri- 
ma divisa in un dato punto C sino ad un punto D 
tale, che il rettangolo di tutta la AD in DB ugua- 
gli il quadrato della CD . 

Poiché la AB è data, suppongasi che sia d’una 
lunghezza a t ossia si ponga AB— a; ed essendo da- 
to il punto G avremo cognita ancora la retta GB , 
onde la porrò = ò ( jjrec. I ) ; il prolungamento poi 
BD formando la quantità incognita, lo chiamerò x. 

Per la condizione del Problema dev’ essere il 
rettangolo della AD nella DB uguale al quadrato 
della GD, ossia dev’essere AD X DB = CD* : dunque 
avendosi AD AB -+• BD =: a h- x , BD = x, CD = CB 
-*-BD = ò-hx, sostituendo sarà = x)*, 

ossia = aix-t-x*, e quindi (a—2l>)x~ 

l* . Abbiamo ora un’ Equazione , da cui si ricava 

. j» ♦ 

X = esprimendesi da questo risul- 

tato il valore del prolungamento da aggiungersi al- 

la AB, col fare BD s= r , avremo la soluzione 

’ a — ai 

del proposto Problema . 

III. Ma come potremo ottenere la retta BD u- 

4 * 

gnale all’ espressione algebraica ? Quivi è do- 

ve dilTerisoono fra loro i Problemi algebraici ed i 
geometrici: ottenute negli uni, e negli altri egual- 
mente le Equazioni dipendenti dalle condizioni da- 
te , nei primi non abbisogna, che di sciogliere que- 
ste, affin d’avere la soluzion del Problema, ma nei 
•econdi, oltre la soluzione delle Equazioni , con- 
viene determinare le quantità geometriche, che cor- 
rispondono ai valori algebraici delle incognite. L’e- 
seguire questa operazione ciò è , che ra]>porto alle 
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Equazioni dicesi costruire le Equazioni ^ e rapporto 
alle semplici espressioni algebraiche , dicesi , ritro- 
vare i luoghi geometrici, che a queste corrispondo- 
no . Nel capo presente si espongono i metodi e le 
leggi di tale operazione per, le espressioni algebrai- 
che razionali determinate , e q.nindi per le Equa- 
zioni determinate di i.* grado. 

a. Prob. 1. Avendosi la retta AB = o, e l’altra Fig. 3 
CD = &, si cerca il luogo geometrico della somma 
a-*-b . 

Sol. Supposto, che il valore, che si domanda, 
debba cominciare dal punto E , ed estendersi oriz- 
zontalmente ed alla destra dello stesso E; si con- 
duca in tale direzione una retta EF = AB = a, si » 
prolunghi questa nella direzione medesima lino ad 
un punto G tale, che FG = CD = i; e risnltando 
la EG una sola retta, e però un solo Tutto, di cui 
EF = a, FG—b sono le parti, che lo compongono, 
sarà essa EG il domandato luogo geometrico della 
somma a-t- b (n* i3 Alg.) . 

3. Scoi. 2. I. Se le rette date siano più di due, 
per esempio le tre AB = a, CD = ò, HI = c; allo- 
ra , supposto che il valore richiesto debba nel mo- 
do del ( «.j[7rcc.) cominciare dal punto K, ed esten- 
dersi alla sua destra, trovo come nel citato (n.pree.) 
la KM ~ a -*• b , prolungo nuovamente questa KM 
alla destra di M sino che si ottenga MN = HI=:c , 
e sarà KN =r a -t- i-t-c . Lo stesso si pratica, qualun- 
que altro sia il numero delle rette proposte, 

IL Che se si avesse voluto, che i luoghi geo- 
metrici delle somme «-+-Ò («.*2), a-*-b (jyrec.l) 
cominciando rispettivamente dagli stessi punti E, K, 
si estendessero alla loro sinistra; allora, operando 
da questa parte sinistra nel modo stesso , come si 
è ne’ citati ( «. 2 , prec. I ) operato alla destra , si 
sarebbero determinate, pe’ doman<lati liioiihi geo- 
metrici., le rette EG', KN' , risolando EG'zzrt-t-Z», 

KN' =« H- ò c . . . 
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4 Appendice ale’ Aecebiia , 

III. Condotta, cóme nel («.® 2 ), una retta PQ=<*, 
dall’estremo Q si tiri un’altra retta QR = ó, la qua- 
le faccia con la PQ un angolo qualunque si vo- 
glia . Ciò fatto, siccome si ha la figura PQR for- 
mata delle due rette PQ , QR , e siccome per co- 
struzione sì ha PQ=a QR = ò, non potrebbe tal 
figura PQR costituire essa il luogo geometrico del- 
. la somma o- 4 -ò? Rispondo cho no * Difatti mentre 
si cerca di effettuare una somma , cercasi propria- 
mente di formare un solo Tutto omogeneo alle par- 
ti che Io compongono ; ma le parti , le quali nei 
caso nostro deggiono costituire questo solo Tutto , 
sòno linee rette, cioè le due AB , CD: dunque 
eziandio la loro somma dovrà essere una linea ret- 
ta . Ora la figura PQR non è che 1’ accozzamento 
di due rette fra loro diverse, cioè delle due PQ, 

QR jtorzioni delle rette tra loro differenti PT, RV, 
e però non essendo una retta sola, non è una fi- 
gura omogenea alle date AB, CD. Dunque ec. Ve- 
ro è bensì, che avendosi PQ = a,QR = ò, si può 
dire che la lunghezza PQR uguaglia la somma a-nò; 
ma nel dire in tal modo non dicesi già che essa 
PQR costituisca simile somma , dicesi solamente , 
che la lunghezza delle PQ , QR, uguaglia una rct- ‘ 
ta , la cui lunghezza è a-+-ò . 

4 - Probi. 2 . Date le due rette AB = a, CD = b 
Fig. 4 vogliasi il valore geometrico della differenza a — b. 

Sol. Stabilito , che il chiesto valore debba co- 
minciare dal punto E , ed estendersi alla sua de- 
stra si conduca in questa direzione la EF = AB=:a, 
quindi dall’estremo F venendo verso E, si appli- 
chi sopra della FE una retta FG=: CD = e risul- 
tando EG = EF — FG ~ a — b , .sarà questa EG il 
valor domandato . Se un tale valore si fosse richie- 
sto alla sinistra del punto E , condotta a questa di- 
rezione sinistra la EF, avrei proseguito ad operare 
come precedentemente . 

5- ' Scol. 3.” I. Se il punto da cui si vuole , 
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cTic incomincino ì valori delle a-^-b, a — J (ra. 2, 4) Fig» 3 , 4 
fosse stato il punto A , e se nella direzione mede- 
sima della AB avessero essi dovuto estendersi ; al- 
lora invece delle rette EF = AB , dovevamo pro- 
lungare nel Problema del ( a ) la stessa AB , ed 
alla AB sovrapporre nel Problema del ( n.” 4 ) 
supposta CD, e si sarebbero ottenuti egualmente e 
più brevemente i valori geometrici delle date es- 
pressioni a—b. 

II. Supposta una retta indefinita XY, e suppo- 
sto che da un suo punto K comincino a computar- 
si le sue porzioni; io dico, che, se Id porzioni 
per esempio KL , KM , ec. di lei , che si prendo- 
no alla destra di K , si assumono positive , le por- 
zioni , che si prendono nella direzione contraria , 
cioè alla sinistra di K , come per esempio le KL' , 

KM', ec. si dovranno considerare negative. 

Difatti nello stabilire il punto K , si è fissato 
un termine nella nostra indefinita XY , il quale 
costituisce due parti della retta data, cioè le due 
XK , YK . Ora mentre si dice siano le KL , KM , ' 
ec. quantità' positive , altro non si'dice, se non se ' 
si considerino le KL KM ec. , come aggiunte { n. zS 
Alg. ) , ed aggiunte ad un’ altra retta, da cui fac- 
ciamo astrazione ( n. 26 Alg, ) : ma esse KL , KM , 
ec. , mentre si considerano in questo stato, non* si 
possono considerare aggiunte ossia sommate, se non 
che con la XK ( ra.® 2, III. ra.® 3 , ra.® 4). Dunque, 
mentre si dice siano le KL , KM , e così le altre 
porzioni , che si estendono alla destra di K , posi- 
tive , tacitamente si dice ancora , sia la XK quella 
retta , da cui si fa astrazione , e con la quale le 
citate KL, KM, ec. voglionsi considerare come som- 
mate . Ora mentre si cerca , quali dcbbansi consi- 
derare le KL' , KM', ec. rapporto alle KL, KM, 
ec. già poste positive ; altro infine non si fii , che 
cercare qual maniera di combinazione debba consi- 
derarsi , che abbiano le KL' , KM' , co. con quella 
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retta, con cui le KL , KM, ec. si considerano uni- 
te positivamente. Dnnrjnc J’csej^uire 1’ indicata ri- 
cliiesta riguardante Je KL', KM' altro non sarà che 
cercare in qual modo queste rette si debbono con- 
siderare unite alla XK ; ma a questa XK le più 
volte mentovate KL' , KM', ec. non possono consi- . , 
derarsi unite che negativamente ( re.® 3o Alj'. ) , poi- 
ché la loro posizione medesima fa si che da essa 
XK non possano, che rimanere sottratte (re. a, 4 ). 
Dunque lo stabilire le KL , KM, ec. alla destra di 
j* positive, portando necessariamente, che la posi- 
zione della retta , da cui si fa astrazione ( re.® ao 
Al^.) , sia la XK , fa in modo ancora, che le KL', 
KM' , ec. alla sinistra di K debbansi prendere ne- 
gative ; dunque ec. 

III. Se si avessero volute positive le porzioni 
KL' , KM' , ec. che si estendono alla sinistra del 
punto K; allora la retta, con cui queste KL' KM', 
ec. si considerano sommate, e dalla quale si fa a- 
strazione , sarehlte stata la YK, e col discorso del 
( prec. II ) sarehbesi dimostrato doversi allora con- 
siderar negative le porzioni KL, KM , ec. che scor- 
rono alla destra di K . 

IV. Poiché stabilite le KL , KM, ec. positive, 
e quindi le KL', KM', ec. negative {prec. lì), si fa 
pCi ( re.® a 6 Alg, ) astrazione da quella retta XK , a 
cui le prime debbonsi considerare sommate , e le 
seconde sottratte ; ne segue , che eseguita attual- 
mente una simile astrazione, non più rimangono a 
considerarsi nella figura , che le rette KL , KM , 
ec., e le altre KL' KM', ec., ma nella nostra ipo- 
tesi quelle sono positive e queste negative. Dun- 
que , posto un punto K , se le rette KL KM , ec. 
le quali prendonsi alla sua destra , si considerano 
positive, le rette KL', KM', ec. , le quali scorro- 
no alla sua sinistra, si dovranno considerare nega- 
tive; e per conseguenza, volendosi accennare que- 
sto loro stato, mentre le prime sì scrivono -t-KL, 
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-V KM, ec., le seconile dovranno scriversi -KL' - 
KM' , ec. Se si fossero poste positive le Kf/, KM', 
ec. alia sinistra di K , pel {prec. Ili) sarebbero ri- 
sultata negative le rette a destra KL, KM , cc. Che 
se la posizione delle rette finora considerate {prcc. 

II, III, IV ) in vece di essere orizzontale, fosse 
stata verticale, od un’altra qualunque, è chiaro, 
che avrebbero avuto sempre luogo egualmente i di- 
scorsi e le conseguenze de’ citati (/?rcc. II, III, IV. ) . 
Siccome poi , generalmente parlando , è arbitrario 
il porre positive quelle rette , le quali si esten- 
dono in una direzione determinata, piuttosto che 
quelle, le quali scorrono nella direzione opposta; 
ne segue , che |>er semplicità maggiore porremo , e 
riterremo, quando non si avverta il contrario, nel- 
le rette orizzontali, positive quelle, che scorrono 
alla destra, negative quelle, che si estendono alla 
sinistra di un punto dato ; e nelle rette verticali 
porremo positive quelle , che partendo da un dato 
luogo scorrono all’ insù, negative quelle, che ne 
discendono . 

V. Riguardo alle rette AB=za, CDrri date nel , 

Problema del ( n.* 4 ) » CID = AB , ne verrà 

FG = EF , e però cadendo per la fatta sovrapposi- 
zione ( ra.®4) punto G sopra E , il valore EG di- 
verrà zero; come difatti deve essere, perchè aven- 
dosi a = b, risulta a — b—o ^ 

VI. Ma nel caso, nel quale là quantità da sot- Fig. 5 
trarsi CD=ò sia più grande dell’ altra AB=:«; 
eseguita al solito sopra della EF = AB la posizione 
della FG = CD , l’altro estremo G cadrà alla sini- 
stra del punto E , e la porzione EG uguaglierà in 

* lunghezza la differenza che passa tra le EF , FG , 

Ossia le AB , CD ; ma scorrendo questa EG alla si- 
nistra del punto E deve pel ( prec. IV ) avere il 
valore negativo , perchè la ÈF, che scorre alla de- 
stra di E , si è presa positiva , • ed essendo a <. b 
per la ipotesi , abbiamo a — b quantità negativa . 
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Dmiqne sala esattamente — EG = « — &. Pertanto 
in tutti i casi prec. V, VI) 1’ esposta ope- 

razione del (7 i.® 4) somministra il valore geometri- 
co corrispondente alla differenza a—b. 

VII. Se venga data 1’ espressione a-^h — c-t-r/— e; 
poiché si riduce alla ( o -+-i -t-rf) — ( c -t- c ) , potre- 
mo averne il valore geometrico^ determinando pri- 
ma i valori delle a-*-h-*-d , c -hc ( ra.® 2 , 1 n.® 3 ) ; 
e chiamati questi m,n, determinando in seguito il 
valore della m — n (n.® 4 )» Lo stesso si dica di tut- 
ti gli altri casi simili . 

6 . Probi. -3. Trovare il valore geometrico , che 

corrisponde al prodotto ai, avendosi i=CD. 

Sol. Si faccia con i lati MN = AB, MP = GD 
6 il rettangolo NP . Il valore della sua area sappiamo, 
che si determina, moltiplicando fra loro i valori dm ’ 
due lati . Dunque essendo esso valore — ab : la quan- 
tità geometrica , che corrisponde al prodotto ab , 
sarà l’indicato rettangolo NP . 

7 . Scol. 4 . I. Le rette date se siano le tre AB 
= a, CD=:i, EF=c, il loro prodotto ahc è chia- 
ro che corrisponderà ad un parallelepipedo rettan- 
golo avente i tre lati AB, CD, EF . 

II. Ma se le rette date siano più di tre, poi- 
ché le quantità estese non possono giammai sorpas- 
sare le tre dimensioni, ne viene, che sarà impos- 
sibile trovare alcun valore geometrico , che corris- 
ponda al loro prodotto algehraico ; cosi se le rette 
siano le quattro AB = a, CD = ù, EF = c, GH = </, 
impossibile sarà il ritrovare alcuna quantità geome- 
trica che sia uguale al prodotto algehraico abed . 

III. Se sia a — h — c, e però AB = CD = EF ; 
avremo AB X CD = a* , AB X CD X EF = a* , e per. • 
conseguenza la seconda, e la terza potenza algebrica^ 
corrispondono al quadrato , ed al cubo nelle quan- 
tità geometriche; ed alle espressioni a*, ec. pel 

( prec. Il ) non corrisponderà alcun valore geom'e- ’ 
trico . 
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. 8. 5c»7. 5. 1. Supposte le due rette indefinite 
CP , GB perpendicolari ad una stessa AD data di'Fig. 7 
posizione, e supposta questa AD verticale, sì con- 
siderino positive le aree ADFB, che fra le rette 
DF , AB scorrono alla destra della AD : io conse- 

f ;uenza di ciò con un discorso affatto simile a quel- 
0 dei I II , IV. 5 ) troveremo doversi conside- 
rar negative le aree, che tra le DG , AG scorrono 
alla sinistra della stessa AD . Si prolunghi indefi- 
nitamente questa AD , e condotta ad una data di- 
stanza AB un'altra indefinita FH a lei parallela, si 
prendano positive le aree, le quali poste fra le AD, 

BF estendonsi al disopra della AB ; dovranno pren- 
dersi negative quelle , che al di sotto scorrono fra j 

le AE, BH (IV.n.»5). , 

II. Intersecandosi le due rette AD , BF con le 
due AB DF si forma un rettangolo AF , il quale 
estendesi alla destra della AD , e al disopra della 
AB . Dunque questo rettangolo sarà tanto rapporto 
al limite AD , come al limite AB di valor positi- 
vo . Ora presa alla sinistra del punto A la porzione 
AG = AB, e al disotto la porzione AE = AD , e con- 
dotte pei punti G, E le indefinite GL, HL paral- 
lele rispettivamente alle DE , GB , si hanno i due 
rettangoli AG , AH , il primo de’ quali si estende 
alla sinistra del limite AD, il secondo sotto del li- 
\ mite AB; dunque sì questo, che quello dovranno 
rapporto ad AF prendersi negativamente, e scriver- 
si quindi — AG , — AH ( IV w.® 5 ) . 

III. Le GL , HL intersecandosi in L formano 
nn quarto rettangolo AL , il quale si estende alla 
sinistra della supposta retta AD prolungata al di 
sotto , mentre alla destra della stessa retta si esten- 
de il rettangolo — AH. Dunque, avuto riguardo 
all’ accennato limite DAE , l’area AL ai dovrà pren- 
dere in un senso opposto a quello , in cui prende- 
si l’area — AH; ma questa — AH nel nostro caso si 
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prende negativa (prec.W) . Duii(|ue l’altra, cioè la 
AL , dovrà prendersi positiva . 

IV. Sia AB = a, AD = i: cominciando queste 
rette a computarsi dal punto A, nè verrà — AC = 

— a , — AE — —b( prec. II , IV ».* 5 ) ; e per conse- 
guenza avremo il rettangolo AF = ABxAD = «x b 

l’altro — AO=— ACXAD = — aY.h'=i — ah, 
il terzo — AH = AB X — AE=aX — b — — ah, ed il 
quarto AL = — AG X “ AE rz~-n% — b — nb. Dun- 
que ai due prodotti algebraici ab, —ab, corrispon- 
dono quattro rettangoli , e corrispondono in modo, 
che poste a principio le AB , AD positive , se il 
prodotto positivo ab dipenda dai due fattori a , h , 
esso indicherà il rettangolo AF; che se lo stesso ah 
venga formato dai fattori —a, —b,\\ rettangolo 
corrispondente sarà AL: il prodotto poi negativo — u/j, 
se sia tale a cagione del fattore’— a, il rettangolo 
corrispondente deve prendersi alla sinistra della AD 
in — AG; e se il medesimo — ab sia negativo di- 
pendentemente dal fattore — h , il rettangolo , che 
gli corrisponde, si deve prendere sotto della AB in 

- AH . 

V. È bensì vero, che AL diventa di segno 
contrario al segno di — AH non per la stessa ra- 
gione, per cui — AH è di segno contrario con AF; 
giacché AF , — AH sono fra loro tali per la dire- 
zione opposta delle verticali AD , — AE , e gli al- 
tri— AH, AL lo sono per l’opposta direzione del- 
le orizzontali AB, — AG. Ciò non ostante siccome 
lo stato opposto del negativo non è che il positi- 
vo , e viceversa ; ne segue , che , qualunque siasi 
la ragione per cui ha luogo nei nostri rettangoli 
l’indicata contrarietà di stato , sempre potrà dirsi , 
che , posto il rettangolo AF positivo , e quindi 
F altro — AH negativo, si deve il terzo AL pren- 
dere nuovamente positivo , perchè avente uno sta- 
to , ossia una direzione opposta alla direzione del 
negativo- AH. Vedesi che esso AL risulta positivo 
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tncTie mentre si consideri rapporto al rettangolo 

— AG . La verità di queste conclusioni apparisce 
eziandio da quanto si è detto nel {prec. IV) . 

VI. Sopra del rettangolo AF suppoiighiamo for» 
mato un parallelepipedo ^ che abbia una data al- 
tezza c, e prendasi questa c positiva: il valore di 
tale parallelepipedo sarà, aXbXc — ahc ( I. re.® 7). 
Si costruisca ora un simile parallelepipedo sopra 
ciascuno degli altri tre rettangoli •— AG , — AH , 
AL; il primo di questi sarà evidentemente = — re 
X 6 X c = — abe , il secondo = reX — bXc — — abe , 
ed il terzo = — a y —bXc — abe . Condotta final- 
mente al di sotto dei soliti rettangoli AF , — AG , 

— AHj AL l’accennata altezza, che, a cagione del- 
la direzione opposta alla precedente, sarà = — c, 
si formino i corrispondenti quattro parallelepipedi; 
il primo di essi sarà = a X ^ X — c = — reic , il se- 
condo = — «X^X — c — ahe^ il terzo -^zaX-^b 
X — c = abe , ed il quarto — a X — b X — c = 

— abe . 

Da tutto ciò apparisce, i.® che, otto essendo 
le combinazioni algebriche , dalle quali possono ve- 
nire formati i prodotti abe , — abe , otto sono pa- 
rimenti i parallelepipedi, che a’ tali prodotti cor- 
rispondono ; 2.® , che quattro di questi parallelepi- 
pedi sono corrispondenti ad ohe e quattro a — abe; 
3 .® finalmente che le diverse direzioni delle rette 
espresse con le re, c, indicanti la lunghezza, la 
larghezza e la profondità del solido, quelle sono, 
da cui dipende l’esposta variazione de' Parallelepi- 
pedi . 

9. Probi. 4 - Date le rette AB = a, CD = b , 
EF = e , vogliasi il valore geometrico , che corri- 
sponde al quoto ~ . 

Sol. Supposto ~ — x, poiché risulta ab — ext 
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Fig. 8 


f 
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Bara c : a : h x •, dunque il valore della x altro 
non essendo che una quarta proporzionale geome- 
trica dopo le tre rette c, b, avrò la chiesta so- 
luzione del Problema , trovando con uno dei noti 
metodi geometrici questa quarta . Disposte perciò 
le due rette indefinite AX , A2 ad un angolo qua- 
lunque in A, prendansi su di esse le porzioni AG 
E CF ” e , AH 1 = AB = a ^ Al = ED = 2* » e condot- 
ta la GH , si tiri dall’ estremo 1 la retta IK paral- 
lela alla GH » e la AK sarà il valore geometrico 

domandato , onde AK =— . 

c 

«* 

10. Scoi- 6." I. Se sia la espressione data; 

trovata dopo le due rette c , a una terza propor- 
zionale geometrica » questa sarà il valore della x . 

11. Oltre le rette a , b , c del ( n.® prec. ) sia- 
no proposte le altre LMrr^, NO = e, e vogliasi il 

valore geometrico della espressione ^ . Riduco 
perciò questa alla forma “ X : trovo col 


mezzo del {n. prec.) il valore della , e suppo- 
sto tale essere la retta AK , denomino / il suo va- 

, . abd f d ■ T .. 

lo re ; ne verrà — = — , e quindi trovata una 

qn arta proporzionale dopo le NO — e , LM xz d , 
ÀK =/> sarà essa il valore geometrico domandato. 

III. Se la quantità data sia la » riducen- 
dosi questa alla ^ X X > determino prima / 

=: — ; poscia cerco il valore di — , e chiamato 
c c 


esso k , ritrovo un’ altra quarta proporzionale dopo 
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ìa h , k , g , e supposta questa m , avremo m s 
J f<lg ^ 

ma k—~: dunque m — , e, a cagione 

di /* = — , finalmente avremo m — . onde de- 

■' c ^ _ ceh ’ 

terminando tre quarte proporzionali otterremo il 
valore di : e così di seguito . , 

IV. Proposte siano le quantità • 

, ec. Riducendosi esse alle — — X dgf 

C C Ci 

~deg, ec.j ed essendo pel (n.^prec.) ^ avremo 
sostituendo — fd , = fde , zz fdeg , ee. : 

e però la prima espressione equivalerà ad un 


rettangolo ; la seconda 


aids 


^ ad un parallelepipedo 

( n. 6,1. ra. 7 ) ; ma la terza — , e così le altro 

c 

successive , ec. non potranno avere alcun 

valore geometrico corrispondente (II. n. 7 ) . 

1 1 . Cor. Poiché i termini a, — , , ec» 

c ce ceh 

sono giusta il ( II, n.* 176 dlg. ) di una sola di- 
mensione , gli altri ab , contengo- 
no due dimensioni , e i terzi ahd , — * , e©; 

ne contengono tre ; ne segue , che quelle tra le ac- 
cennate espressioni , le quali hanno algebraioainen- 
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te (I. i6a. una dimensione sola, rappresen- 

tando solamente delle linee ( n.* 1,9; II, HI. n." io ) , 
rappresentano quantità aventi anche geometricamen- 
te una sola dimensione ; alle altre espressioni , che 
hanno algehraicaraente due o tre dimensioni corri- 
spondendo delle superficie, o dei solidi ( «.* 6, I. 
n. 7, IV. re.® io), corrispondono eziandìo geome- 
tricamente quantità di due, o tre dimensioni . Lo 
stesso non può dirsi in seguito , perchè quelle tra 
le esposte espressioni , le quali sono dotate alge- 
braicamente di più di tre dimensioni non rappre- 
sentano quantità alcuna geometrica ( II. re. 7 , IV. 
n. io). Da questo frattanto apparisce che i termi* . 
ni algebraici di una, o due, o tre dimensioni, 
cosi appunto si chiamano, perchè possono esprime- 
re quantità geometriche aventi un numero di di- 
mensioni corrispondente . Rapporto poi ai termi- 
ni, i quali si dicono algebraicamente avere un nu- 
mero di dimensioni 'maggiore di tre, si appellano 
così semplicemente per analogia . 

12. Probi. 5 .® Trovare il luogo geometrico di 
tina frazione razionale, nella quale il denominato- 
re sia composto di più termini , che abbiano lo 
stesso numeroi di dimensioni, e nella quale questo 
numero di dimensioni nel denominatore sìa più 
,piccolo del numero di dimensioni nei numeratore. 

Sol. Sia per esempio la frazione 

data: è chiaro, che avrò sciolto il Problema, ogni- 
qualvolta avrò ridotto il denominatore ad nn ter- 
mine solo, poiché dopo sìmile riduzione questo ca- 
so riducesi ad uno di quelli dei (re.i 9, io). Ora 
per eseguire tale riduzione , prendo uno qualsivo- 
glia dei termini del divisore, nel nostro caso per 
esempio il termine efg , e tolta da esso una delle 
lettere, per esempio la g, colloco in sua vece la 
X, e suppongo questa x tale, che risulti efx — efg 




\ 
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Parte I. 

• hik — Imn . Avendosi da ciò x— g 


i5 


hik ^mn 

V 7 ’ 

determino col mezze dei citati (n.'o, io), nel ca- 
so presente col mezzo del (IL w.° io) il valore 

geometrico della , e quello della , li de- 
nomino/? j qi trovo pel (VII. 5) il valore della 
espressione ^ — 5 ^, che chiamo r, e risultan- 
do quindi x—r, e però efg-^hik — lmn = e/r , la 

frazione data verrà ridotta alla • Qualunque al- 
tro siasi il numero delle lettere, che formano cia- 
scun termine del denominatore , 1’ operazione da 
eseguirsi è sempre la medesima. 

i3. Scol. 7 .* I. Se nel rotto dato sia composto 
nella stessa guisa ancora 11 numeratore , come per 

esempio nel rotto • allora trovato , co- 

me nel [n.° prec.) un numero che dirò r tale, che 
hr — gì kl-i- mn , e ridotta così la frazione data 

alla — — ^ , 0 spezzo questa in tante frazioni , * 

quanti sono * termini del numeratore , nel nostro 

caso nelle due ed opero su ciascuna di 

esse giusta i {n.* y, *o) : ovvero operando anche 
sopra il dividendo, come nel {n.* prec.)‘, determino 
nn numero, che chiamerò g, tale che abqzzabc—' 

, . , . , ahc—drf ahq 

def ; e avendosi da ciò ■ - - v . ,_i_ - — = — , ne otter- 
rò tostamente pel (II. n.*io) il luogo domandato. 
II. Se le espressioni date siano le 

^ Imn ahcJe-lrfs^h 

^ ^ » JF~~~ ’ riaoiie esse giusta 

ì ( n.i 12 , i3 , 9 , io) a forma intiera, e quindi 
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ad espressioni della torma ap — eq Ir ^ ahs fgt 
— a*u—b*v, suppongo la prima di (jneste quantità 
.~ar, la seconda — aby , c trovato quindi, coma 
nel ( 7z.® 12 ) il valore della x , e quello della y , 
il rettangolo espresso dal prodotto ax (n.^O), e il 
parallelepipedo espresso dal prodotto aby (I. n* q) 
saranno rispettivamente i luoghi geometrici dello 
espressioni supposte . Il metodo stesso è chiaro , 
che ha sempre luogo in tutti i casi simili ai pre- 
cedenti . 

III. Ancora nei casi ora considerati In.* ra; I, 

II. n.“ i 3 ) si vede, che il numero delle dimen- 
sioni nel numeratore non deve superare oltre il 3 , 
il numero delle dimensioni nel denominatore ; al- 
trimenti la data espressione non rappresenta alcu- 
na quantità geometrica (IV. m.® io) . 

i 4 - Teor. Espresse ai solito con le lettere a, b, 
c, d, ec. tante linee, e formati con esse lettere 
tanti termini razionali, non possono questi termi- 
ni , qualunque sia il loro numero, uguagliarsi geo- 
metricamente fra di loro ; se non se , mentre con- 
tengano uno stesso numero di dimensioni («.®i6a, 

II. w.® 1 76 Alg. ) , o , come suol dirsi , mentre sia- 
no fra loro omogenei . 

Vini. Che siano geometricamente impossibili 
le equazioni a — bc, a — hed, ah — ede, a—bede, 
ec. ciò è evidente , poiché per la prima di esse 
una retta dovrebbe uguagliarsi ad un rettangole 
(rt.° 6), per la equazione seconda una retta ugua- 
glierebbe un solido (I. n.® 7), per la terza un ret- 
tangolo uguaglierebbe un parallelepipedo, e per la 
quarta una quantità geometrica , nel nostro caso 
una retta , sarebbe uguale ad un’ espressione, a cui 
non corrisponde alcun valore geometrico (II. n.® 7) . 
Suppongasi ora che si abbiano delle equazioni più 
composte che pel ( n.® 99. Alg. ) supporrò prive di 
rutti f e tali siano per esempio le 1 

' abed 
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ahed -^a^fgh iklnm -+■ ef);h — abnmpy ^ 

ahcd -4- e'j'gkil — bcde ef^g^nin, — » fghi , 
ahcde fgliilmn'^ mnp*q^r-*^ fghil . 

Trasporto nel primo membro di ciascuna di quest© 
tutti i termini , i quali contengono il minimo nu- 
mero di dimensioni , nel membro secondo gli altri 
termini tutti ^ e riduco cosi tali e<|uazìoni alle 
at/cd — « efgh =3 iklnm -h nefgh — abmnp , . 

a(*cd — bcde -t- fghi — ef^g^inn — e'fghil y 
ahede — < fghil =: fghilmn-^- mnp*q^r. ^ 

Dividansi esse così ridotte per uu prodotto di tan« 
te dimensioni , quanto è il numero delle dimensio- 
ni diminuito di uno nei termini del primo mem- 
bro; dividansi quindi , nel nostro caso la prima e 
la seconda per bed , la terza per bede , e si otterrà 

efgh iklmn oefgh ahmnp 
^ bed ~~ bod Icd bed * 

fghi efìg^mn e*fghil 

® ~ ® ^ ‘ » * 

» 

. fghil fghilmn mnp^qir 

^ ”” bcde bcde bcde 

Ora in queste ultime equazioni , pel modo , con 
cui si sono formate , tutti i termini del primo mem- 
bro sono necessariamente di una sola dimensione , 
e quelli del membro secondo sono di un numero 
di dimensioni necessariamente > i . Dunque pel 
mentre ciascuno dei primi membri espri- 
me una linea { «.* a, 3, 4? H » IVI ra.*5), in 'cia- 
scuno dei membri secondi i termini non rappresen- 
tano che delle superficie, o ilei solidi, o dell© 
quantità non geometriche ( «.* 6 , 7 e per con-i 
sognenza essendo queste ultime Equasionì , coma 
le altre più semplici siipffeste a principio , geome^ 
trìcamente assurdo; tali saranno ancora quelle, da 
cui esse derivano : ina 1’ esposto discorso può sem- 
-.pre evidenleoiente effettuarsi, qualunque sia.P E- 
Algobra " à 
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quazione «apposta , i cui termini non siano omo> 
genei . Dunque eo. 

i 5 . Scol. 8.^ I. Potrebbe accadere, che nelle 
Equazioni sovraccennate i termini , i quali hanno 

10 stesso numero di dimensioni , si uguagliassero 
fra dì loro separatamente dagli altri , come se nel- 
la prima delle tre Equazioni poo’ anzi supposte si 
avesse separatamente qhcd = efgh y — aefghz=. iklmn 
~-abmnp . In questo caso le Equazioni medesime 
saranno vere ; ma tale accidente è chiaro , che nul- 
la si oppone al precedente Teorema . 

II. Non potrà esistere alcun valore geometrico 
corrispondentemente a quelle frazioni , nelle quali 

11 numero delle dimensioni nel denominatore è u- 
guale , o minore del numero delle dimensioni nel 
dividendo. Imperciocché se fosse dato per esempio 

il rotto ^ : chiamato il suo valore geometrico x , 


oppure xy y ovvero xyzy secondochè si volesse, che 
da lui fosse rappresentata una linea, od una su> 
perficie , oppure un solido ; ne verrebbe in corri- 
spondenza ah^cdxi ovvero abzxcdxy , od ad =: 
cdxyz; ma ciascuna di queste Equazioni pel ( a.* 14) 
è geometricamente impossibile . Dunque sarà anco- 
ra impossibile y che esista alcun valore geometrico 

espresso dalla frazione ~ . Lo stesso discorso ve- 

desi , che ha sempre luogo in tutti i rotti , qbe so- 
nosi accennati nel presente paragrafo . Dunque ec. 

III. Se venga proposta una frazione , la quale 
abbia il numeratore formato di uno , 0 di più ter- 
mini fra loro omogenei , ed il denominatore compo- 
sto di più termini non fra loro omogenei , come , 


per esempio la 


ahede -f- fyhi* 
klm nj)-*- g ’ 


neppnr questa po- 


trà rappresentare alcun valore geometrico , e ciò si 
dimostra come nel (prcc. li) * Imperocché / posta ea- 
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*a =a; , ovvero = xy , ovvero z= xyz ; ne tengono 
jn corrispondenza le equazioni > ' • 

ahcde ~ klmx ■+■ npx-*- qx j *■ • 

ahcdc ■^fght’^ = kltnxy •¥■ npxy qxy , 
nhcde fghi* ^klmxyz ■+• npxyz •+■ qxyz ^ 

E‘|inzioni tutte e tre geometricamente impossibili 

( «.■» 14 ) ' 

IV. Suppongasi^ che nella frazione data >ion 
siano fra loro omogenei nè’ i termini del numerato.*' 
re, uè quelli del divisore. In questa ipotesi si ve» 
rificherà bensì in generale quanto si è asserito rap- 
porto alle r frazioni supposte nei {prcc.^ II, III)} 
ma però possono accadete dei casi particolari , nei^ 
quali la frazione può in realtà rappresentare un va- 


lore geometrico . Abbiansi le frazioni 

• /# + * * 

ahcde + fehi Iclm . • ti aho t < 


di una dimensione^ e 1 ' altro*^^ ^ di due: no* 

, npq^ » 

chcj se le due frazioni supposte esprimono^ 
quantità geometriche j la prima non può esprime^ 
re, che una linea, la seconda, che una. superficie . ^ 
Posta pertanto quella e questa ne ver- 

ranno re due equazioni 

àbc de ^fgx'-*- hx , ’ ■ ' . 

abcde -+- fyhi = npqxy rsxy " 4 - txy ; 

ora tali Equazioni pel dimostrato nel (ra»* 14) sono in. 
generale geometricamente impossibili : dunque im-' 
possibile è ancora in generale;, che le frazioni ora 
proposte esprimano valori geometrici : ma se a cagio- 
ne del valore particolare delle o, ò, c, ec. su dissimili 
Equazioni ha luogo 1 ’ accidente considerato nel 
(prec, I )■; allora esse^pel citato (prec. i) si veri- 
ficheranno , e in corrrspondenza la prima delle fra- 
aioni supposte rappresenterà realmente una liac.i 
la seconda una superficie . Pongbiamo difatti rap- 
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porto alla prima , che sia abczzfgx , de — hx; ve~’ 

nendone xxz — xz'^, le due frazioni ^ 

loro uguali esprimeranno una «tessa retta , e que-^ 
sta zzx; ma x rappresenta' il valore del dato rotto 

abc de 


fS‘ 


: dunque tal rotto esprimerà realmente una 
linea, ed essa sarà la stes» , che quella delle fra- 
zlóni tra loro' uguali . In questo caso aven- 

3 > 1 defs . X tAc de, iefg hd« 

dosi abc = — ■ risulterà — ,—r t~ ^ , a T 

h fs-b- ^ ‘‘Js 

— — — ' 

~ • * ^fS h A ■ 

' Rapporto alla precedente Equazione seconda 
siano le nx b, c, d, ec. tali, che abcdn zx up/jxy y 
fghi = rsxy , klin zz txy . Avendosi quindi ayrp 

f , il rettangolo espresso da ciasou- 

uà di queste ultime tre frazioni fra loro uguali sa- 

ahcde 4- fghì 4" bltji , 

jrà' il valore della data 4- w 4. f ' 5 essen^ 

^ j klmnpn - , . klmrs 
do in questa ipotesi aocae - — — ^ , jgni =: — , 

avremo ‘ . 

mhcde fghi + kìm ■_ klmnp g 4- klmrt 4- kln^ 

- npq t ■ ••T’ ììpqt ^ nt -y t* 

kim npq 4- ri 4- t _ klm 
* ^ 4- « 4- # * 

- o t r • . • 1 abcde + f^gb 4- dcl^ 

Se la trazione proposta sia la • ' ' * 

come precedentemènte si vedrà, che essa esprime 
nn solido , mentre sia = — — •» riduce^- 


/ 
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. , • „ + lkl*n 

dosi essa stessa iti tal caso alla = 

*-ÌL- X . la casi) divetso a simile frazio» 

« ni* 4- » « * ' ‘ 

ne non corrisponde alcnn valore geometrico . ^ , 
Per riconoscere, quando nei rotti ora indicati^ 
e negli altri ai laro simili ha luogo 1’ esposto acci- 
dente , bisogna in primo luogo osservare , se ^ ter- 
mini del -dividendo hanno un numero i, eppur a, 
oppnr i di dimensioni', olti^ tjuelle > che esistono 
in tanti termini corrispondenti del divisore ; e in 
caso che sì, bisogna in seconde luogo spezzare la 
frazione propósta in tante frazioni dello stesso nu- 
mero di dimensioni » e ciò fatto osservare se in 
esse il numeratore della frarione ' avente i termini 
più piccoli contienisi in chiscQrio -degli altri nume- 
ratori tante volte» quante' il tuo donominatore si 
contiene nel denominatore corrispondente Se que- 
ste cose succedano : da quanto abbiam detto appa- 
risce, che il'rotto proposto ha in realtà un valore 
geometrico ed apparisce, che la diversità delle 
dimensioni , tanto nei termini del numeratore , co- 
me in quelli del denominatore nou da altro in que- 
sto caso dipende , se noli se da un moltiplicatore 
comune ai due termini della frazione' ed estraned 
al valor vero della frazione medesima*.' Così dirò 


, , , ’ 'tthcde + 'fìgh ikl^' ‘ , ‘ 

che la precedente ■ — ro» — ' — esprime reaM 

mente un solido , perchè veggo che tanto le dimen- 
sioni de’ due termini ahcderi-f^gh nel dividendo su- 

S erano^le dimensioni del termine m* nel divisore 
i i , Come superano di 3 le dimensioni del ^ ter- 
mine terzo ikl^ la dimensione delP altro n, e veg- 
go insieme per la ipotesi fatta , che ikl* si contie- 
ne in ùhcde tante volte , quante » in m* . 

Essa fraziofte poi altro non' è che la — , moltipli- 


l 
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cati i SHoi termini pel fattor comune . 

V. Che se finalmente sia)io nella frazione prò* 
posta omogenei fra loro i termini del denominato-» 
re, e non tali quelli del numeratore come per esem- 
pio nella : allora , spezzata essa 

frazione in tante frazioni , quanti sonoi termini del 
dividendo , se queste ultime esprimono quantità geo- 
metriche , il loro aggregato costituirà il valore geo- 
metrico della frazione data . Nel posto esempio, spez- 
zandosi il. dato rotto negli Jl^l- 

e pq-i-rs* pq^rs ’ pq+rs 

esso rappresenterà il cumulo di un solido , d’ una 
superficie , e di una linea . 

i6. Scoi. 9.* Finora abbiamo tacitamente suppo- 
sto, che nel calcola non si' sia giammai introdotta 
quella retta , che nel ( «.* 1 ) fu denominata i , nè 
le altre di valore determinato, .ed, espresse con i 
ttumeri a, •? , 4 j cc. Ora se gli accennati numeri, 
0 1’ unità si siano introdotti , alterandosi quindi 
apparentemente le dimensioni, potrebbero le espres- 
sioni algebriche, e le Equazioni , che ne risaltano, 
per quanto si è detto di sopra , apparire assurde , 
C realmente non essere tali . Supposto per esempio, 
che la retta sia nna quarta proporzionale dopo le 
tre I, b, c, avremo aXi=^c, e però azz.bc. Io 
quest’ ultima Equazione il termine a apparisce di 
una dimensione, mentre l’altro he è di due, ed 
essa per conseguenza comparisce assorda (n.* i4), 
ma vedesi agevolmente non essere questa che una 
semplice apparenza , ^poiché in realtà essendss il pri- 
mo termine oXi, esso non è di una, ma di due 

dimensioni. Cosi la frazione , mentre provenga 

dalla precedente a — bc, esprìmerà un vero valore 
geometrico, cioè la retta c, quantunque apparente- 
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Diente si presenti tli nessuna dimensione : ho detto 
apparentemente , perchè avendosi propriamente c = 

ove I esprime una retta ^ la espressione 

in realtà è d* una dimensione • 

17. Cor. I. Da quanto si è detto fio qui deduce- 
8Ì agev'olmente , ,che t se siamo oerti di non avere 
introdotta nel calcolo alcuna delle rette i , a, 3, 
ec. ( ».* I ) , ma di avervi introdotte soltanto I9 
espresse con le lettere , e se frattanto veggiarao ri- 
sultare un’ Equazione con termini di dimensioni dU 
suguali , nella quale non ha luogo 1* accidente con- 
siderato nel (I. n.” i5)^ dovremo concludere di a.r 
vere errato nel calcolo, quando mai il Problema stes- 
so non chiedesse già cose assurde , e converrà ri- 
farlo . 

II. Che se / eseguito un giusto calcolo , ed cst 
sendo geometricamente possibile il richiesto dal Pro- 
blema , risulta un’ Equazione non soggetta all’ acci- 
dente del ( I. n.” i5 ), nella quale, tolti i rotti^ 
ì termini risultano non omogenei fra di loro ; dire- 
mo allora essersi introdotta nel calcolo la retta 1 » 
o qualcuna delle altre a;, 3, ec. e questa i deve 
nei termini aventi minor numero di dimensioni com- 

} >ire le dimensioni medesime . Così se sia risultata 
’ equazione a/ nella quale \ea, b, ec. x 
siano tante rette, essa deve considerarsi , siccome la 
(ibx:^ cdXi-*^eXiXti oioè si deve considerare, ohe 
per essa il parallelepìpedo abx deve uguagliare l’al- 
tro, cbo ha per base cdt e per altezza }a ratta 1 » 
più un altro parallelepipedo, la cui base sia il qua> 
drato della retta i, e l’altezza la retta e. 

III. Avendosi iX«Xi = i> ne se- 

gue , che la stessa cifra 1 esprime tanto la retta 
presa per unità ( n.® i ) , come il suo quadrato , ed 
il suo cubo . Per distinguere questi tre casi, cioè 
per riconoscere a qual genere di unità , se lineare , 
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Ec quadrata, o cubica debba riferirsi nei diversi tef» 
'mini di Un* Equazione la cifra i ^ si osservi a qual, 
grado debba essa { innalzarsi, onde rendere, in tut« 
ti i termini della Equazione data le dimensioni n- 
guali , e questo grado detertninerà il genere di uni- 
tà domandato . Per tal modo nella Equazione pre- 
cedente abx:^cd-*‘ e la unità, che moltiplica he è 
lineare, ed è quadrata quella che nioltiplica e; nel- 
la Equazione i -4- = ohe ) la cifra 1 esprìme 1 * u- 
nità cubica . ’ < ■ 

18. i^robh 6. Proposta un* Equazione algchrai- 
ca determinata di i.* grado, trovare il valore geo- 
metrico, che corrisponde al valore deiP incognita, 
ossia costruirla , 

Sol. Per iscioglier . questo Problema è chiaro , 
che non dovremo se non che risolvere ginsta> i me- 
todi algebraici 1’ equazione supposta , e determina- 
ta cosi r espressione algebraica razionale , a cui 
l’incognita si uguaglia, non dovremo' che applica- 
re all’ espressione medesima le regole esposte nei 
precedenti ( «.* a , ec. ) v Sia per esempio ubx — c* 
aH* 

^ = cdx ic* r equazione data . ‘Trovato da 

— — -j — 

questa con i metodi dell' Algebra ^ ^ * 

determino prima pel ( III. w.® io ) la retta dell* 
espressione onde, chiamata essa 1» si abbia 


= b*m , e qmndi x ^ ^ 


, , — : riduco gin- 

, aO^cd ^ 

Sta i (n.® 12, I.n.f iS) il denominatore ah'—cd all’ 

espressione cn > e il , numeratore -*-bc* •^h*m alla 

cpq . Avendosi da ciò x—^, la quarta proporzio- 
nale dopo le n, /», y sarà il valore della x doman- 
dato . ... 
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CAPÒ It^ 


tifila soluzione dei Problemi geometrici 
determinati di i.® grado 


19. Scoi. i.° I. Prendendo ora a coùsideraré il 
problema del .{ II. re.® i. ); poiché abbiamo ritroValó 

, cerchiamo coi metodi stabiliti la retta. 




X = 




b^ 


che ^orrispondè all’ espressione j 6 questa scio- 

glierà 41 Problema J Avendosi perciò nella ( Pig^ 2 ) 
per la supposizione AB = re , , ripetuta nel- 

la { Fig.'gl questa retta AB — a, comluco" l’altra MN s 
AB s: a, e .tolgo da questa giusta il (re.® 4v ) la 
porzione PN = ab ^ sarà MP =c MN PjN re — ab} 
poste ora ad un àngolo qualunque le due rette in- 
definite QR , QS , prendo sU di loro QF i± MP = a 
ab , QG s= GB =i £ , QH = GB = ò , e condotta la 
FG > tiro da H la HL parallela alla FG ; poiché 

QF tQG : : QL avremo tjL ^ > otidfe QL 

tfccv Aggiungo pertanto alla data AB la porzione BD 
= QL , e questo pel ( IL re.® i ) sarà il prolungamen- 
to ricÙesto dal Problema , onde sarà GD* = AD X 
BD . 

II. Abbiamo bensì per tal modo ottenuta la co- 

• IX 

struzione della Equazione x j— j ® quindi la 

soluzione delFProblema dato, ma questa non è la 
via propriamente usata dai Matematici ; essi con- 
metodo più semplice j e più elegante vogliono piat- 
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tosto , che tu la Figura projjosta ^ cioè sulla data 
retta si costruisca r E(jnazione risultata . Tirata per- - 
Fig. IO ciò nuovamente la khzza nella (Fig.ro), e taglmta 
la BC:^, prolungo indefinitamente questa retta ver- 
so £ , e cercando di tagliare da essa una porzio- 

ne BD = , die sciolga per conseguenza il 

’ Problema , prendo verso A la CP — b , onde a ’ca- 
' gione di IIP = ai ottengasi AP=a— ai .* Innalzo ora • 
dai due punti C , B , le CQ j BR perpendicolari , 
c tali , ché CP = AP = a — ai , BR :ì= BC i, e ti- 
rata la BQ dal punto R conduco la parallela RD , 
questa taglierà la indefinita BE nel punto richie- 
sto , ossia per modo che la porzione tagliata BD =r 

. Difatti essendo per da somiglianza de’ trian-* 

, o — a» * ^ 

goli CQB , BRD ) CQ : CB BR i BD ^ sarà a ^ ai ; 

* * 

b : ;i :BD, e però BD — ^ come si richiedeva . 

Proponiamoci altri Problemi , od esempj . 

Fig. ZI ao. Esem, a.* Dato un triangolo ABC, inscri- 
vere al medesimo nn quadrato, il quale poggi sul- 
la sua base AC . 

Sol. Si supponga il Problema già sciolto , ed 
MQRN rappresenti il quadrato richiesto ; abbasso 
da B la perpendicolare BD, e poiché il triangolo. è 
cognito, suppongo la sua base AC = a, e l’altezza 
®D = b . Restando la BD tagliata dal lato MN del 
quadrato, è chiaro che avrò sciolto il Problema, ogni- 
qualvolta avrò determinata la lunghezza della DP : 
poiché inallora psl punto P conducendo la MN pa- 
rallela alla AC, potrò formare il quadrato, dai due 

{ lunti d’ incontro M , N abbassando le perpendico- 
ari MQ, NR . Chiamo pertanto x la retta da de- 
terminarsi DP , e avendosi quindi BPrrBD — DP=j 
h—x, e per la somiglianza dei triangoli BAC,BIV1N 
essendo BD : AG : :BP: MN , ne verrà , sostituendo 
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J; a r: J » • giJK'cliè per essere MNRQ un qua- 
(Jrato^ abbiamo b}N — MQ=DP =x, e quiiiili avre- 

tìio bx ■:=. ab — ax s d’onde si ricava a; = — — 7 • 

• , «-fi» 

Giacché da questa Equazione si ottiene a-*~b' 
ai'.bix', affine di costruirla sulla figura medesima,' 
phe è stata supposta [W.n.^ prec.) , supposto che es- 
sa sia il triangolo ABC della (Fig.aa) dal punto D Fig «la 
conducasi eoo un angolo, qualunque la DC; si ta- 
gli in essa la DF — BD = 6 , la FG = AC a , on- 
de sia DG = a-«-A, e si prolunghi la DC in H per 
modo che DH = AC = «. Ciò fatto, e congiunti eoo 
■ la GH i punti G , H , tirisi da F la FE parallela 
alla GH, e fatto centro io D col raggio =: DE si 
descriva un archetto in P , e questo, detenninaiido 
il valore DPcra; , scioglierà il Problema . Difatti per 
la somiglianza de’ triangoli DEF , DHG , essendo 
. DG : DH : : DF : DE^; : DF : DP , poiché DE = DP 

* ' DFxDtt 

per la costruzione , avremo DP = ■ , e sostir 


* £ib 

tuendo ì valori corrispondenti DP = * Dun- 
que i ec. * 

il. Scol. 2.* I. Rappresenti nuovamente la ( Pig.i 3 ) Fig. xS 
il dato triangolo ABC (n.“ prec.) , in cui AC=:rt, 

BD=ò, e si prolunghi indefinitamente la base AC; , 

prendasi su di questa DE=AC = o, EF = BD = ò^ 
e condotta la FÉ dal ponto E si tiri la £P paral- 
lela alla FB. ;,Ciò fatto per la somiglianza dei due 
triangoli PDF, PDE , abbiamo DF : DB : ; DE : DP 
ma DE:?o-i-A, DB = 6 DE = <x; dunque sostituen- 
do sarà ò-<-ò:ò:;a:DP , e quindi DP=:— Ora-^. 

^ ^ a + b «+à 

}ion è che ,ìl. valore della x nella -Equazione del 
( n.* prec. ) t Dunque abbiamo così .nuovamente la 
determinaiione del punto P , di quello cioè , cbè 
fommìnistra la solnziene del Problema precedente . 


I 
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Dà questo apparisné che una rnedesìnia ’ Ècfiia» ‘ 
zione può venire costntila in maniere diverse.' Ora 
paragonando fra loro nel caso presente le due co- 
struzioni ottenute j vedesij che la seconda è più 
semplice , e più elegante della prima : questa se- 
conda adunque dovrebbe all’altra anteporsi ^ giac^ 
chè, quando si possa j vogliono i Matematici > che 
ai operi con la hiaggiore semplicità , ed eleganza ^ 
ma dobbiamo confessare non esssere sempre cosi fa< 
'cile il soddisfarvi .• 

il. .Nella soluzione (ìi un t^roblema Geometriii 
CO non una sola», ma diverse rette vengono di so-» 
Vente a detcrmiriarai : cosi nell’ Esempio preceden- 
te trovato il valore della DP, e formato il quadra- 
to, MR richiesto i Si vengono a determinare le BP » 
BM -, BN , ec. t-ora tutte queste linee hanno per la 
natura delle figure geometriche certi rapporti fra 
loro -, in conseguenza de’ quali , conosciutane una,’ 
si può determinare il valore di ciascuna delle ai- 
tré-. Dunque i.r valore della stessa DP^ e qiiirtdi la 
soluzione del Problema proposto si sarebbe ottenu- 
ta eziandio, se invece di essa DP, si "fosse présa per 
incognita un’ altra qualsivoglia delle rette accenna- 
te , per esempio U CR -. Posta difatti questa CR =2 
jr , e posta la CD — c, poiché essendo cognito il 
triangolo ÀBG, anche essa CD deve essere cognita, 

avremo \ y\ RN s= —, ed a cagiono di MN sa 

, c . 

PD = RN ) essendo i— — si otterrà 

y = Dunque nello ‘sciògllmehto de’ Proble- 

mi geometrici accaderà il più delle volte , che si 
possa prender® per incognita tanto una certa retta, 
come un’ altra: giova però il riflettere, che non 
tutte queste rette conducono sempre ad Equazioni, 
cd a costruzioni egualmente semplici* Dipende da < 
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uti’ esatta cognizione delle proprietà geometriche» 
da un esorcizio' oontirluato , e dall’ingegno dell A- 
nalista il sapere fra tutte scegliere per incognita 
quella linea, per mezzo della quale ottienesi la so* 
luzione meno complicata, e più elegante. 

aa. Esem. 3.* Dato il semicircolo AMB deter-* f Jg* 
minare sopra il suo diametro AB prolungato un 
punto T tale , che condotta da esso la tangente 
TM, e abbassata dal punto di contatto M la per- 
pendicolare MP , risulti PT : PB : ;PA : PC . 

Sol. Costruita la Figura come nell’ enunciato 
del Problema , si conduca al punto di contatto M 
il raggio GM, e si ponga esso raggio =: a, e la Gl 
“r. Per essere il triangolo CMT rettangolo in M, 
e la MP perpendicolare alla CT , si ha GT j CM ; ; - r 

CM:CP; dunque CP=:^; ma per la condizione 

del Quesito abbiamo PT : PB : : PA : PC , e però à 

cagione di PT x — — » PB , PA a 


a* ,1. a* a* 

— abbiamo at — — : a — — ■ 

X XX 


i f-, ; ^ ' Dunque 

}( X t , 

l’ Equazione, da cui dipende il valore della e 
quindi la soluzione del Problema, sarà la ^a;— 



V)’ «* Ora, 


questa risultataci è un Equazione identica , e pe- 
rò vera per se medesima indipendentemente dal. va- 
lore della V; che cosà adunque ricaviamo da ciò 
per la soluzione del problema proposto ? Per de- 
terminarlo , si osservi , che verificandosi 1’ Equar 
zione ottenuta indipendentemente dalla x , e però 
qualunque valore si attribuisca alla a: medesima , il 
Problema rimarrà sempre sciolto , di qnalunqno 
lunghezza si prenda la CT » ossia in qualunque 
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1/uogo del diametro prolungato prendasi il pnnto'Tì 
Tutti pertanto i punti del prolungamento indicato 
•cioglieranno il Problema, ed esso per conseguenza 
dovrà piuttosto dirsi un Teorema: condotta cioè da 
un punto qualsivoglia del prolungamento alla oir- 
i conferenza AMB la tangente MT, e l’ordinata MP, 

dovrà essere sempre PT : PB : : PA : PC . 

Ogniqualvolta dato un Problema, e fatte sulle 
Equazioni corrispondenti le riduzioni dovute , si 
' giunge infine ad una , o a più Equazioni tutte i> 
dentiche ; dobbiamo , come nel caso precedente , 
concludere, che il proposto non è, già un Problema, 
ma bensì un Teorema, poiché tutti i punti, che 
si hanno in considerazione vi soddisfanno . 

Fig. i5 4** Dato nella (Fig. i5) il Circolo ABD , 

formare entro del medesimo gltri due Circoli , i 
. . quali si tocchino scambievolmente, e bocchino il 
Circolo grande , c siano tali che, unendo con tre 
rette i tre centri , si formi un triangolo simile ad 
un dato MON . 

Sol. Posto MN=:a, MO=:A, NO = c, e il rag- 
gio del Circolo dato = d , rappresentino ARS, BRT 
i due Circoli richiesti , de’ quali P, Q sianoci cen- 
• tri,'' e supponiamo, che formisi il triangolo 'CPQ 

simile al dato MNÓ ; ciò posto affine di determi- 
' nare il punto P centro del circolo ARS , condu- 
ciamo da C pel centro P il raggio CA, e facciamo 
CP^jc. Poiché, se dal punto di contatto A s’ in- 
nalza una retta perpendicolare alla AT tangente evi- 
dentemente comune ad amendne i circoli ADB, ARS, 
questa perpendicolare, pei principi di Geometria, de- * 
ve passare per amendue i centri P, C, ne viene che 
dessa si combacerà coti il supp'osto raggio CA, e quin- 
di tal raggio porterà il suo estremo al punto di 
contatto A Essendo adunque CA — d, CP = a:, 

-, avremo VA~d — al raggio del -Circolo ARS, 
Ora per la supposta somiglianza si* ha MO!MN::CP: 

. • • . •» - ‘ « ' * I . . j . ax ‘ . 

' PQ , ossia b :a : : X : PQ i dunque sarà PQ , e 
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^acoliè PRe PA =: — X , e QR=rQP-**CR* pas« 
•anJo la PQ pel puoto di contatto R per la ragio- 
-jie ittessa , che abbiamo ora accennata ; «ara QR = 

+ x = ma CQ=CB-QB = CB 

b 0 

— QR, eisendo QR = QB, dunque sostituendo avr©- 


, ax’\‘hx~^hd Abd — ax — hx 

mo GQ = d — — -j — - = 1 


Ora per 


la somiglianza supposta abbiamo fluovamente MN : 
NO::PQ:QC, e però MNxQC = NOxPQ; dun- 
que sostituendo sarà a X =zcX^ , c ri- 

. t 

duoendo questa Equazione col moltiplicarla tutta , 
per b e dividerla per a, otterremo s.bd —• ax — bx 

xz ex , da cui ricavasi x xz ^ g quindi a-^-b • 

H- c \ %b',:d : X . Ritrovando pertanto una quarta 
proporzionale dopo a-*- ò - hc, ai, questa esprimer?» , 
il valore delia x . 

Affine di ciò fare, e quindi di costruire l’Equa* Fig. i6 
zione ; condotto nel dato circolo ABD un raggio 
CA, su del quale si voglia che esista il centro di 
uno dei circoli richiesti, tiro ad un àngolo qualnn- 
qiie la retta CE tale che sia =MN MO -a- N0 = 
fl-+-ò'4-c, prolungo quindi CA fino in F, cosicché 
Cr=aò, e congiunti con* la EF i punti E,^F, da' O 
tiro una DP parallela alla EF, e questa taglierà la 
CA nel punto richiesto. Difatti avendosi CE:CF:: 

CD ; CP , sarà a-f*ÒH-c:aò; : J:CP , e quindi CP 
— — 

Determinato così il punto P, faccio centro in P, 
e col raggio CA descrivo il circolo ARS: quindi so- 
pra CP formo il triangolo PCQ simile al triangolo 
MON , ponendo PC corrispon<lerjte ad MO , e ritro- 
vato in tal guisa il punto Q , facendo centro su 
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d’ esso, col raggio QR descrivo l’altro cìrcolo BRT, 
ed avrò così «Molto il Problema . 

Potea nel Problema richiedersi che i dae circo» 
li da descriversi ARS, BRT fossero fuori del dato 
ABD , la soluzioue iu questo caso sarebbe stata so- 
migliante alla precedente , risultando pero pel va- 
lore della incognita x zn ' ' 

*7 Esem. 5.® Dati i due circoli CEG , /FL , . 

condurre una retta DE tangente comune ad ambe- 
. due . 

Sol. I. Congiunti i loro centri A, B con la AB 
prolungo indeiìiiitamente questa retta, poiché i due 
circoli sono dati in tutto , saranno cogniti i loro 
raggi , e sarà cognita la distanza fra i loro centri : 

• pertanto AE = /r, BF = ^, AB c . Rappre- 

senti EF la tangente richiesta, e si prolunghi que- 
sta fino ad incontrare la AB, il che succederà in 
D: la determinazione di questo punto D, ossia del- 
, la lunghezza BD è chiaro che scioglierà il Proble- 

ma, poiché se da esso punto di già ritrovato con- 
durrò al circolo ^LP, col metodo già cognito dalla 
Geometria elementare, la tangente DF, questa pro- 
lungata , è evidente che sarà tangente anche all'al- 
tro CGE . Si ponga adunque AD = x, e tirinsi ai 
punti di contatto E , F i raggi AE , BF . Poiché ' 
questi sono perpendicolari alla ED , e quindi sono 
fra loro slmili i due triangoli AED , BFD , avremo 
AE:BF::AD.DB , e però AE x’BD = BFx AD . 
Ora già abbiamo AB = c, ÀE = a, BF = ò, BD = x, 
e si ha BD= AD — AB= r— c . Dunque , sostituen- 
do , otterremo ax — ac zz bx ^ da cui ricavasi x — 

ac . 

e quindi a— 

Fig. i8 ' Cercando ora la oosttuzione , siano nella (Fig.i 8) 
i due Circoli dati, e prolungata la AB, si condu- 
cano ad un angolo qualunque con la AD i due rng- 
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gì AG, BH, purché fra loro paralleli, e pei due estre- 
mi G , H di questi tirata la GHD essa ci deter- 
minerà in D il punto cercato , ossia taglierà la 
BD=x. Condotta difatti da H la HI parallela alla 
AB, avremo i due triangoli IGH , GAD simili fra 
loro , onde IG ; IH : : AG : AD ; ma IG = AG — HB ( 

zza — b, IH = AB=c } dunque sarà a—b : c : ; a : BD , 
e quindi BD —'x . 

II. Ma non una sola tangente può condursi ai 
supposti due circoli ; è chiaro che oltre la DE tan- 
gente i medesimi nella parte loro superiore, pnò 
un'altra condursene che li tocchi nella parte loro 
inferiore, e- se ne possono condurre altre due, una 
delle quali tocchi il primo circolo al disopra, e il 
secondo al disotto , e 1’ altra tocchi il secondo al 
disopra , ed al disotto il primo . Poiché queste quat- 
tro tangenti sono fra loro a due a due eguali , e sl- 
milmente poste; basterà per la loro determinazione 
ritrovare sulla AD due soli pnnti , D, rf, e condu- 
cendo da ciascuno di questi ad uno dei circoli una 
tangente di sopra , ed una al disotto , avremo cosi 
tutte e quattro le tangenti , che si ricercano . Ab- 
biamo dì già ritrovato il punto D; affine di otte- 
nere 1 ’ altro df fatto Adzzx , si conduca nella (Fig. 17)) Fig. 17 
la tangente c/, e tirati i raggi Ae , B/ , avremo 
Ae : B/ ; ; Arf : éIB , e però a : b :: xi c — a? , onde 

X = e quindi a-*-b:a::c;x . Per determi- 

nare questo valore della x , prolungato nella ( Fig. 1 S ) Fig. r 8 
il raggio BH fino in L , uniscansi i punti G , L con 
la GL , e il punto d, ove questa retta taglia AB , 
sarà il cercato; poiché avendosi AG :BL: : A<i:rfB, 
sommando sarà AG -k- BL : AG : : AB : Ad , ossia 
u-*-b:a\:c : Ad , e per conseguenza Ad—x . 

a 5 . Esem. 6 .* Da un punto preso sopra un la- 
to di un rettangolo condurre una retta , la quale 
divida 1’ area del rettangolo medesimo in media , 

Algebra 3 
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ed estrema ragione aritmetica, cioè per modo clie 
una delle parti del rettangolo diviso , per esempio 
la destra dilTerisca dalla sinistra di tanto, di quanto 
la sinistra diiferisce dall’ area del rettangolo in- 
tero . 

19 Sol, I. Sia BD il rettangolo dato , e sopra del 

lato AD sia E il dato punto . Supposto , che la EiM 
sia la retta che scioglie il Quesito, dovranno le 
tre Aree EDM , EMCBA , BD , per la condizio- 
ne del Problema essere in continua proporzione arit- 
metica , e però avremo EDM -+- BD ^ 2EMCBA 
I II, ra/ 1 27 ) • Ciò essendo, si ponga AD=BC:^'«, 

■AB =: DC=:ò , ED =:FCz:c , DM ic , conducasi la EF 
parallela alla AB, e '•isultando il rettangolo BD=:aò, 

il triangolo EDM = e la figura EMGBA~EMGF-+- 

a 

TP r, r> \ . * , Ùtlh„^X ex 

EFBA “ — h (a— CIÒ =: avremo — . 

a ' ' a fi , 

ab = 2,ab ex , e però x ;= • 

Per costruire l’Equazione ottenuta, si replichi 

20 nella ( Fig. 20) il dato rettangolo BD , prolungato 
quindi in esso il lato AD alla sinistra , finché ri- 
sulti EF 55 aDE;=:2C , ai seghi su di questo prolun- 
gamento la porzione AG AD = 3 a; ® condolta la 
FC si tiri dal punto G la GM a lei parallela : il 
punto M cosi determinato quello sarà che scioglie 
il Problema. Difàtti avendosi EF =: .io ed" AG = a , 
sarà DF 3 c , DG e per conseguenza ìc \b 

aab 

aa : x • 

3c 

II. Finora ho tacitamente supposto , che il pun- 
to M , in cui la retta EM incontra il lato DG , esi- 
sta non al disotto del punto C ; e però ho tacita- 
mente supposta la retta DE=*c tale, che il valore 

dèlia X, cioè ^ sia non >ò, e (juiudi che sia « 


/ 
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^ 3 * Abbiasi ora c < -j-, e cada per coose- 

gtienza il punto d' incontro della retta , che vuoisi 
condurre dal punto E, con la DG al disotto del Fi- .r, 
punto G, per esempio inM', In questo caso il prò- ^ 

cedente valore della x non potrà somministrare la 
soluzione del Problema : imperciocché, mentre ;tb- 
hiamo DM — x, le tre aree, che< dovrebbero essere 

no 1 aritmetica , sarebbero le 

DGNE, ENEA, BD, e nè la prima, nè la seconda di 
queste uguagliano le espressioni algebraiche ,•> che 
lianuo somministrata la soluzione del Problema nel 

caso precedente , cioè le espressióni ~ c 
(a-’c)b, poiché si ha ~ zr EM'D, e ^ (a— r)4 

= = aeFB -h EGD EGD- 

^ presa essendosi la DG=:GM', ed essendosi con- 
dotte le rette EG , EG ) = AEFB h- GEG , valori 
gmmetnci amendne ben diversi dagli accennati 
DGWE, ENBA, Per iscioghere adunque il quesito 
in questo secondo caso, prendo per incognita la 
BJN, e la denomino y . Avendosi CN=Ja-y, on- 
de l’area DGNE = , e Parca ENBA = 

(a-c~hr)h 

l , per la condizione del Problema sarà • 

(c+a—r)b 


y = 


a 

T 


ab—, (a— e per conseguenza 
c . Per determinare il valore della y 


prendo , giusta i Principj Geometrici la porzione 
BH terza parte della BG, aggiungo ad essa la por- 

zione HN = ED, e risultando BN = -|- c = y 
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conduco la retta £N ^ ed avrò cosi risolto il Pro>> 
blema . 

È chiaro , dover quivi essere c non > ~ . Im- 
perciocché se lo fosse ; allora la retta =ED=:c , elio 
si aggiunge alla BH = oltrepassarehbe il pun- 
to C , e supposto die giungesse in N‘, onde BN'=y, 
la retta EN' taglierebbe in un punto M il lato DG, 
per cui EDM , EMCBA sarebbero le due parti del 
rettangolo , che sono chieste dal Problema , e frat- 
tanto nè la prima di esse è = , uè la se- 

conda = 

a , 

Se si avesse voluto anche in questo seconda 
Fig. 19 caso ritenere per incognita la I>M'l=a; poiché da ta- 

le ipotesi si ha CN = — ~ — , BN = ^ , 

sarehbesi ottenuta P Equazione ^“”7— ò-t- oA = 

( afa — \ , , , 3 be __ 

X / * > ® P®*'® la X = a(3c— a) * essen- 
do questo valore della x più complicato del pre- 
cedente della y , eà esigendo quindi per la sua de- 
terminazione geometrica una costruzione meno sem- 
plice ^ gioverà per la più elegante soluzione del 
Problema nel secondo caso anteporre alla incognita 
DM' l’altra BN . 

Vedesi essere questo un Quesito , la cui solu- 
zione completa viene determinata dai due valori 

a- r= ^ ( prec. 1 ) , y ~ c (prec. II ) , il pri- 
mo de’ quali deve prendersi ogniqualvolta si abbia 
c>^ , il secondo mentre c < ^ , e quando c =2 
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^ j tanto P uno , come 1’ altro di «juesti valori ci 

darà la soluzione del Problema., cadendo allora il 
punto M della EM, (Fig. ao), e il punto N della 
EN ^Fig. ai ) in G > onde queste rette £M , £N 

Vanno , nella supposizione di c ^ , a coincidere 

nella stessa ÈG . 

a6 . Esem. 7.* Supposto , che in un Blgliardo 
HIKL siano le palle A , B perfettamente elastiche , 
che si prescìnda da qualunque attrito, e da qnn« 
lunqae mezzo resistente , e supposto che tali palle 
si trovino in due determinati luoghi A , B del Bi- 
glìardo medesimo , dimandasi a qual punto M del- 
la sponda HI debba dirìgersi la palla A, i.° accioc- 
ché , percossa quella , si porti quindi ad urtare , 
come nella (Fig. 22), la palla B; a.* oppure ac- 
ciocché dalla HI vada ad urtare, come nella (Fig. a3j, 
la sponda IK, e poscia la palla B; S.® ovvero af- 
finché incontri questa palla B dopo avere urtate suc- 
cessivamente , come nella (Fig. 34), le tre sponde 
HI , IK , KL ; 4-® oppure dopo avere urtate le quat- 
tro HI , IK , KL , LK ( Fig. a5 ) ; ovvero dopo le 
cinque HI , IH , KL , LH , HI ( Fig. a6 ) , ec. 

Sol. Condotta dal punto A , ove esìste la pri- 
ma palla, alla sponda HI la perpendicolare AG, e 
condotta dal punto B, ove esiste la palla seconda, 
la perpendicolare B^ alla sponda HI (Fig. 22 ), alla 
IK ( Fig. a3 ) , alla KL ( Fig. 24 ) > LH 
alla HI ( Fig. 26 ) , ec. , suppongasi AC=a , ^h—b , 
IK=HL=7n , HI=LK=/i , CI=c, Gb ( Fig. 22 ) = d' , Ib 
< Fig. a3 ) = d !’ , TLb ( Fig. 24 ) = d "^ , hb ( Fig. a5 ) 
= Hi (Fig* ^f>)—dy, ec. ; inoltre, considera- 
to come sciolto il Problema , si tirino le rette AM, 
MN , NP , ec. denotanti il viaggio della palla A , 
e si ponga CM^i. Finalmente si osservi che per le 
■upposizioni fatte , dovendo sempre l’ angolo di ri- 


Fig. 

ec. 
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flessione essere ugnale all’ angolo d’ iiieiJenra , i sue« 
cessivi triangoli, che vengono formati dalle indica- 
te rette AM, MN , NP , ec. con le sponde, e le 
perpendicolari , risulteranno tutti simili fra di lo- 
ro . Ciò fatto . 

I. Vogliasi il primo caso . La somiglianza 
22 ora accennata de’ triangoli ACM , BM^> sommi- 

^ ad^ 

nistrandoci a : x ‘.:b : d’ x , ci darà x = • 

a 3 IL Nel caso secondo avendosi por la stessa 
somiglianza de’ triangoli x : o : : c —• a: : IN — 


a[c~x) 


, e pero 


' ivT/ jtt — *) {a+d").T—ac , 

0 Nbxid . Sara 

«*• ^ 


' — ac , 

a : x: • : o , e per conseguenza x = 

a{hA- c) 
a-fd'' * 

24 III. Trovato nel caso terzo , come nel 

precedente , IN = o(c--j) ^ avremo NK xim — 


a(c-i-x) I — ac . (a-t-mtar— ac 

=-■■ ■ — quindi a:x: : — * 

X X X 


: KP 


a ca- 


(a-^m' ')x^ac _ a(c^dj;’^.a+r ^ ^ ^ 

a * a 

gione di a:x::b: (o4^)jg ^ avremo final- 


mente X = 


alc~hd"'ì 


a 4 -é+m ‘ 

IV. Nel quarto caso ( Fig. aS ) , poiché si tro- 
va , siccome nel terzo , KP = ^ per cui 

PL= ^ll±±:±±^i saràx : 

a « 

LQ — ^ e però Qi — >”)t— a(c-»- n) ,, 
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, {a-¥d'"-^-m)x—a(c-^n) 

onde risulUmlo x'.awb \ » 01 - 

X 

terremo X 

V. Nel caso quinto ritrovato successivamen- Fig, ^6 


te, come nei precedenti , LQ — 
QH 




(a+am)r-gfcH-») tiD - lf±£2il£:=lfl£±Z> 

’ ' j riA' a ^ 

X 

AB = a(c+d”+n) — (g^-am)w^ ^ pgj. proporzione 

a 

a : X : :h: , si avrà infine x = 

a 

a fe *-4-w) 

VI. Volendosi un sesto urto contro la spon- 
da IK si determinerebbero nello stesso modo in Fig. a6 


a[h+c^^n) . 

corrispondenza x = ’ 


si volesse 


inoltre una settima percossa contro la sponda KL , 

a(e+<i*’"'+an) 

si otterrebbe corrispondentemente x a+A-j-3n» ’ 

Chiedendosi un urto ottavo contro la LH , si rica- 
verebbe X = , e così di seguito. Onde in 

a+<i®"'+3w 

generale dopo un numero qualunque di urti con- 
tro le sponde successive , avremo , se il numero de- 

^li urti è dispari, ar = ® *® 

è pari a: = , chiamato avendosi tal - 

numero nel primo di questi due casi ajti — 1 , c nel 
secondo . 
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Determinato algehraicamente il valore clella af 
ili tutti i casi , converrà ora cercarlo geoinetrica- 
jnente , e costruite (jiiindi le Figure , ottenere co- 
sì la soluzione del Problema . Per ciò fare, si pro- 
lunghi in tutte le ( Fig. 22 ec. , a6 ec. ) la perpendi- 
colare AG sino ad un punto m tale che C/n — AC: 
poscia nelle (Fig. a 3 , ec. 26, ec.) prolungata ali’ insù 
la sponda K 1 indefìnitaniente, si conduca parallela- 
mente alla sponda HI dal punto m la retta mn per 
modo, che risulti .divisa per metà in O dalla KlO , 
onde D/n = D/r: in seguito dal punto n si tiri nel- 
le ( Fig. 24 , 25 , 26 ec. ) una retta np parallela alla 
sponda IK, e tale che rimanga segata per mezzo in 
E dalla sponda LK prolungata indefinitamente alla 
destra, onde nE = £//: quindi dal punto p nelle 
(Fig. 25 , 26, ec. ) conducasi la pq parallela alla 
sponda KL, ed in modo che venga in F divisa per 
mezzo dalla sponda HL allungata all’ ingiù , e sia 
perciò pY~Yq, dai punto q s’ innalzi poscia nelle 
( Fig. 2C , ec. ) la qr parallela alla LH in modo , 
che venendo divisa per mezzo dalla sponda IH pro- 
lungata indefinitamente alia sinistra , si abbia qGr 
— Gr: e così in progresso. Ciò fatto. 

Fig. 22 i.° Conducasi nel primo caso dal punto m 

al punto B la retta /wB , e la porzione CM de- 
terminata dalla intersecazione di questa mB con 
la HI costituirà il valore della a:, onde tirata la 
AM , le AM , MB formeranno la strada , che nel 

g rimo caso terrà la palla A, onde urtare la palla 
. Difatti per la somiglianza de* triangoli mCM , 
iMB , abbiamo Cm : CM : : Bù : Mi , e però C/w-f-Bi : 
Cì::G7 w:CM, ossia in termini analitici a-i-i:c::a: 

CM, e quindi CM=j^^ i x {prec. I. ) . Dun- 
que ec, 

Fig, 23 a.® Conducasi nel caso secondo dal punto n 

al punto B la //B , poscia dal punto N , ove 
la 7 iB taglia la KI si tiri al punto m la N/»^ 
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e 5*11* altro M> ove la N/« sega'la HI condotta là 
MA , la retta CM sarà il valore della x nel secon»f 
do caso , e le AM , MN , NB segneranno la strada, 
ohe seguirà la palla A. Imperciocché per la somi- 
glianza de’ triangoli nND, e per 1* uguaglian- 

za perfetta degli altri twND , nND si ha DN: Dm:: 
Né : Bé, e però DN h- Né : Dm -4- Bé : : DN : Dm , ma 
essendo fra loro simili anche i triangoli mND, mMC, 
abbiamo DN : Dm :: mC : GM; dunque risultando 
DN -4- Né : Dm4-Bé::mC:GM , sarà a ^ rf"sé-M::a:GM 

= ’tzx {frec^ll)y Poiché adunque CM è il 

valore della x ; la AM sarà la prima retta> che nel 
8UO movimente descrive la palla A ; ma per la to- 
tale uguaglianza de’ .triangoli ACM , mCM si ha 
l’angolo AMG =:: all’angolo mMC, onde per 1’ ugua- 
glianza degli angoli mMC , IMN , risultano fra lo- 
ro uguali i dne AMG , IMN . Dunque per la per- 
fetta elasticità della palla, dovendo essere 1’ ango- 
lo d’ incidenza uguale a quello di riflessione , la 
MN satà la seconda retta, che percorre la palla A» 
Finalmente avendosi tanto 1' angelo mND , come 
BNé ugnale al terzo DNn , saranno uguali fra lo- 
ro. Dunque., dovendo anche qui 1’ angolo d’inci- 
denza uguagliare quello di riflessione , la NB sarà 
la terza , ed ultima retta , che nel case presente 
la palla A descrive . Dunque ec. 

3.° Nel caso terzo Pig. 24 conduco tra i punti/;, B 
la nB, quindi dal punto d* intersecazione P al punto 
n la Vn, poscia dai punto d’ intersecazione N ad m 
la Nm, infine dal punto d’ intersecazione M ad A 
la MA ; e ciò fatto io dico , che CM — a; , ò che le 
rette AM , MN , NP , PB costituiscono la strada , 
che deve tenere la palla A . Difatti per la somi- 
glianza de* triangoli éPB, EP/;, e la perfetta ugua- 
glianza dei due EPo , EPn , avendosi éB : éP :: Era: 
EP , sarà éB-»-Era : éP-t- PE ; ; Era : EP . Ora il trian- 
golo EPra è simile all’ altro DraN , = DmN . 
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Dunque essendo ancora il triangolo DwN simiìé 
all’altro CM/w, avremo E«: EP : :Gfra : CM , e per 
conseguenza iB-t-Ew : hV -4- PE : : Cm : CM, ossia 
^'B-4-KI C/n. : ^>K CI : : Cm : CM , poiché En = KF 
^ID = Kl^Cm, e iP -*-PE = iE=:^-K -+- KE = //K. 
-»-D/t = ^K-f-/7/D = iK -t-CI ; e in termini analitici 
avremo : d"' •+• c : : a : CM , onde CM rs 

^ ^ — . Dunque ec- ( prec. Ili ) . Che poi le rette 


AM , MN , NP , PB segnano la via j che deve se- 
guire la palla A in questo terzo caso si dimostra ^ 
come nel {prec. 2 .®) con l’osservare, che i tre trian- 
goli AMO, Nn/D, P/tE sono in corrispondenza per- 
fettamente uguali ai tre mMC , NnD, P//E, e die 
le rette /»N, nP, pB intersecando le HI, IK, Kb for- 
mano gli angoli opposti al vertice ugnali fra loro. 

. 25 Tirata nel caso quarto la qB , dal punto 

d’intersezione Q conduco la Qp, poi dal ponto di 
sezione P la P/t, inseguito dal punto di sezione N 
la N/n , e finalmente dal punto d’ intersecazione 
M la MA; e ciò fatto avremo CM =r a:, e le AM, 
MN , NP , PQ, QB costituiranno la via, che deve 
seguire in questo quarto caso la palla A . In real- 
tà essendo simili tra loro i triangoli, -6QB , QF// , 
sarà i 5Q-4-QF : 4B •+• : : QF ; F» ; ma per la somi- 

glianza dei triangoli QFp. EjoP = E//P, per quella 
degli altri E//P, DN/z=DN/n, e per quella de’ ter- 
zi DN/n , C/nM, abbiamo QF : F^ : : C//i : CM. Dun- 
que risultando bQ - 4 - QF :bB-^-F^ : : Cm : CM, ossia 
♦L KI -4- C/n : ^B -t- LK -t-CI : : Cm : CM , otterremo 


CM = 


«i(J-f-c4- /i) 

a-4-d"-f.w 


(prte. IV. ) . 


5.® Si costruirà 1’ Equazione del caso quinto 
> in una maniera pienamente simile alla esposta nei 
{ prec. 1 .®, 2 .®, ó.®, 4-® ) > condneendo cioè succes. 
i 6 sivamente nella (Fig. 26 ) le rette Br, Ry, Qp, P/i, 
N/n , MA , e per dimostrare , che la retta CM -per 



/ 


r 
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tal modo detefoiinata è il valore della x nel [preCk 
V), e che AM, MN , ec. , RB formano la via del- 
la palla A , non avremo che a fare un discorso af- 
fetto simile ai precedenti . 

,6.* Per quanto si voglia aumentare, come nel 
{prec. VI. ) il numero delle percosse contro le spon- 
de successive , vedesi che sempre avrà luogo lo 
stesso^ metodo di costruzione . 

È facile a vedersi, che le rette AM, NP, QR, 
ec, risultano tutte parallele fra loro > come lo ri- 
sultano fra loro le altre MN , PQ , ec. ; onde se 
inai nei casi secondo, terzo; ec. divenisse CM=:j» 

S=CI, allora divenuta la MN zero, la NB nel caso 
secondo, e la NP negli altri successivi coincide* 
rebbe con la AM . Cosi se si ottenesse nei c.isl ter- 
zo , quarto, ec. INr:IK; svanita allora la NP, nel 
caso terzo la PB, e negli altri la PQ coincidereb- 
be con la MN , e così in progresso . 

E chiaro , tdie nel primo degli esposti casi il 
Problema è., sempre solubile ; ma negli altri può 
non essere tale. Prendasi per esempio, il caso quat- 
to (prec. IN): il Problema in esso si vede , che Fig. aS 
non ammette soluzione, ogniqualvolta risulti CM 
> CI , oppure IN>IK j oppure KP> KL , oppure 
EQ > Lò . Ora per determinare, quando abbia luo- 
go uno di tali accidenti , si pongano ne* rapporti 
ora accennati in vece delle rette i loro valori alge- 
braici (prec.l, ec. IV); avendosi da ciò x>c, ov- 

vero — ~ — >m, ovvero > n , ovvero 

a 

... 

^ >d , ne verrà corrispondentemente 

x>c, oppure oppure > ovvero 

< ~ ; "dunque il Problema non potrà risol- 

versi , se non se allorquando il valore della x sia. 


« 
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non > c , non < , non > 


a+/» 


, e non < 


afc-4-n ) 


; ma « = 


___ afi+c+n) 
a-f <i"-+-nt 


( /»rec. IV* ) . Dnncjne 

acciocché T accennato Problema tia solubile i va-^ 
lori a, c, ec* dovranno essere tali, che si ab-* 
bia, 1.® atb-t-n) non > c( <£"-*-/7i) , 2 .* a(7^*«-«)(a*f-w7) 
non <acd**j 3.® b{aH-m) non > d'*{c‘*-n), 1’ ultima 

a(c-|»fj) 


condizione di ù: non 


a+tf'-l-m 


— ^ sarà , pel valore 


stesso della x evidentemente sempre vera . Nel 
modo stesso si determineranno le condizioni neces- 
sarie a verificarsi , acciocché il Problema sia capa- 
ce di soluzione negli altri casi * 

Avvertasi finalmente > che , siccome non poi- 
tono in Natura formarsi delle palle perfèttamente 
elastiche , né possiamo prescindere dall* attrito , e 
da qualunque mezzo resistente , quindi ne segue , 
' ohe r esperienza non potrà corrispondere a quanto 
ti è quivi deternùnato. 
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CAPO III. 


Dei luoghi geometrici determinati di a.® gradai 
e della Costruzione 

delle Equazioni detemùncUe di a.* grado % 


37. Probi. 7.® T rovare il luogo geometrico 
dell’ espressione |/'(aZ>), rappresentandosi dalle a, 
h i valori delle due rette AB , CD . 

Sol. Posto \/ abzax, poiché ne viene ahzzx*, Fig. a7 
sarà a‘.x: : x'.b . Dunque altro non essendo la x 
che una media proporzionale geometrica tra le due 
a, b‘y la determinazione di tal media costituirà la 
soluzione del Problema proposto. Descritto pertan- 
to sopra 'la retta EG=:EF-+-FG, in cui EF = AB 
r=a, ed FG=CD=:è, il semicircolo EHG , e dal 
punto d’ unione F innalzata la perpendicolare FH, 
sarà questa ’P]Iz^y^[ab) , e però il luogo geometri- 
co domandato . j 

a'ó. Scol. I.® Sia \/' a l’espressione data. Posta 
essa ZX.X i avendosi azx.x*\ dal ( n.® 14 ) apparisce, 
che, se la a non esprime che una linea, la 
non potrà rappresentare alcun valore geometrico : 
che se introdottasi nel calcolo la retta i, sia come 
nei (ra.®i 6 ) a = aXl- allora la \/ a — \/a'A\ 
esprimerà pel (n.'^ prec.) la media proporzionale 
geometrica fra le due linee 0,1. 

29. Probi. 8.® Supposto AB=a, CD = 5 , cer- 
casi il valore geometrico della espressione . 

5 o/. Dall’estremo E di una retta EF=AB=0 in- 
nalzo perpendicolarmente la retta EG=:CD:;:6, e com-< 
piato il triangolo rettangolo G£F, poiché risulta 


I 


C. 


Digitized by Google 



46 Apf ENDICE Ati? Algebra 

FcT*='EF'* EO* , sarà FG = j/ ( a* -f- £* ). Formato 

f iertaoto un triangolo rettangolo, ove i cateti siano 
e a, hy l’ ipotenusa sarà il valore geometrico della. 

^/ (a* Z-» ) • 

3o. Scol. 2 .® I. Che se 1’ espressione data sia 
la |/(a*— conviene primamente osservare se sia 
a <h , oppure azzb y ovvero a>b. Se ha luogo 
il primo di questi casi, la — esprimendo 

un valore assurdo immaginario , non potrà rappre- 
sentare alcuna quantità geometrica, poiché qualun- 
que quantità geometrica, esistendo attualmente, è 
necessariamente reale . Che se a = Z» j allora la 
j/ (a*—ò*) diventando o, esprimerà una linea lunga 

zero 5 e quindi rappresenterà un punto . Nel caso 
finalmente, in cui a> b , supposto, che sia nella 
Pig* ®9 ( Fig, 20 ) AB = o, CD = 6, descrivo sopra di una 
retta EF =: AB un semicircolo, applico a questo dal 
punto A nna corda EG = CD , il che , a cagione 
di ^<a , e però di EG <EF, può sempre farsi , 
e condotta dal punto G all’ altro F la GF , sarà 
questa evidentemente il valore geometrico della 
l/la» - b» ) . 

II. Date siano le espressioni , 

— b* — c* -i- d*-*‘ e*l . Per ottenere il luogo geo- 
Fig. 3o metrico della prima; dalla estremità E della EF=« 
s’ innalzi perpendicolarmente la EG ^ b y o si tiri 
la FG : quindi dal punto G conducasi perpendico- 
lare alla GF la GH:=c, uniscansi i punti H, F 
con la HF , si conduca a questa perpendicolare la 
Hl;=<Z, e tirata finalmente la IF , sarà essa IF il 
luogo geometrico richiesto . Difatti per la costru- 
zione fatta avendosi c*, 

Fi^ =FH*-+-fZ*,con la sucoesiva sostituzione otterremo 
^ Fl*=a*-f-Z/*H-(,*-H<Z*, e però FI=:[/' 

Ridotto nel caso secondo il radicale dato alla for- | 
ma [/'( (a* -t- d* -t- e*) — { è* c* ) ), determino, come 
precedeutemente due rette, la prima =|/'(a*-t-a’*-+-c*) , 
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e che denomino f , la seconda = ) , e 

che chiamo g . Avendosi quindi i/'( ( a* rf* ■+• e*) ) 
— ( -t- ( /• — ) determino , come 

nel ( prec, I ) il valore geometrico della (/(/*— 
e tal valore sarà evidentemente il luogo geometri- 
co della data espressione \/ (a*— h* — r*-*~ d*-*- r* ) . 

III. Poiché y' a*—ù* = y/ ] (a~- b ) , 

vedesi che potremo ottenere il valore geometrico 
della \/'(a* — b*) ancora col metodo del ( «,* 27 ) , 
trovando cioè una media proporzionale tra , 
cd a-^b. Così se nella ( n.® 29 ) sì de- 

termini una terza proporzionale dopo le a, b, onde 
chiamata questa f , si abbia af — b* ^ & però 
]/■( a*-*’b*) = = [/ a (a -^JTì si otterrà U 

valore geometrico della anèhe col ritro- 

vare una media proporzionale tra le « , ed f . 
In egual modo suppósto di aver ritrovato con la 
determinazioue delle terze proporzionali corrispoU’^ 

denti la la ~=g, e la ^ = A, poiché risul- 
ta (prec,\\)z^y^(a^ 

= |/ («t-s-/-»-g--+-.A)a si avrà il luogo geometrica 
di tal radicale anche col trovar una media pro- 
porzionale tre rtj'ed «-4-/-+pg--t-A , 

IV. Se nelle espressiooi date esistono sotto del 

vincolo radicale delle quantità non quadrate , co- 
me per esempio nella \/ •+- fg ^ ; allora, . 

0 riduco tutti i termini posti sotto del vincolo a. 
tanti quadrati , trovando tra i fattori di oiascuii 
termine una media proporzionale , e quindi faccio 
uso del metodo esposto nel («.* 29)^ e nei (/?rcc. I, II), 
oppure riduco tutti i termini esistenti sotto de’ ra- 
dicali advavere un medesimo fattor comune; opero 
quindi come nel ( ra.® 27 ), e nel [prec. Ili), ed in 
amendue le maniere otterrò 'i luoghi geometrici 


I 
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Corrispondenti. Rapporto difatti alla 

trovato dapprima il valore della ^ ( »•* 9 ) > 

dirò h, o determino tre medie proporzionali la pri- 
ma fra le c ^ A; ^ la seconda fra le d , e , la terza 
tra le f, g-, e denominate queste m, n, p applico 

alla espressione _p*) = 

il metodo del citato ( prec. II ) : ovvero ritrovo 
due quarte proporzionali , la prima dopo le c j d , 
e , la seconda dopo la c ^ y*, g , e chiamate esse 

r, onde \/{^ ■+■ de ~fg ^ = |/(c(A-t-^-«-r)), 

trovo , giusta il ( n.” 27 ) , una media proporzio- 
nale tra le quantità c, h^q-^r. 

V. Se i termini posti sotto del vincolo radica- 
le rimanendo sempre, come si è supposto finora , 
omogenei', contengono poi invece di due , quattro, 
oppure sei dimensioni ; allora il valore geometrico 
corrispondente sarà una superficie , ovvero un so- 
lido. Siano difatti [/(abcd'.*-efgh), \/(abcdef—ghikni 
-*-akl*n*) i due radicali. Riguardo ai primo di es- 
si , determino in primo luogo il valore geometrico 

delle ~ ( 71 .® 9 ) , chiamati 'questi 7 » , n , ri- 
duco la ahed efgh ) alla ^ ( ahed - 4 - ahmn ) 
\/{ab) ")(.[/ (cd-i- 77177), e truovati i valori delle |/'(<z^), 
\/\cd-^ mn) che dirò p, q, avremo ]/'(abcd-*~efgh) 
z:z al rettangolo pq . Riguardo poi all’ altro radica- 
, 1 / « \ /rA kl im 

le, supposto pel ( tz.® 9 ) ^ = -yzrj, — = r, 

^ = 5 , e quindi ^ =r K, poiché esso si 
riduce alla espressione 

y^iabedef 
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]/'{aBcdef — àbcdrt >«- abcdsu) = \/^{aB\ y.\/^(cd) X 
]/'{ ef-rt-*- su) determinate le rette corrispondenti a 
questi tre radicali, il parallelepìppedo, che da esse 
si forma , sarà il valore geometrico del radicale 
proposto 

VI. Se il numero delle dimensioni nei termi- 
ni esistenti sotto del vincolo radicale sia diverso 
dal a, dal 4> ^ oppure se i termini mede- 

simi non sono fra loro omogenei ; allora il radica- 
le supposto, non potrà, generalmente parlando, 
rappresentare alcun valore geometrico , quando mai 
non supplisse opportunamente la retta i . Ciò si 
dimostra agevolmente in un modo' simile a quello 
del ( n° a 3 ) . Ho detto, generalmente parlando, 
perchè avvi qualche caso 'particolare , nel quale , 

, quantunque nel radicale dato manchi T omoge- 
neità, pure possono da esso rappresentarsi della 
quantità gepmetriche . Sia per esempio il radicale 
^ [abcd-*-efg-¥-hi) , Posto esso =rx_v-«-3, se ne faccia il 
quadrato; risultando abcd^ efg — aryz 

-H 5*, osservo so si alihia , o no abcd =: x*> * , 
^ efg^zxyz, — se si, allora esjprimendosi dalla 
xy una superfìcie, e dalla z una linea, la \/[aicd 
H-efg-^hi ) rappresenterà il cumulo di queste due 
quantità geometriche. In tal caso però avendosi 
abcdxhi=x*f*^* , ed = 4^*_y*4* , e quindi 

zz.^bcdXbi , la \/\^a.bcd-^efg’\-hi) si fid ur- 
rà -i-|/'(/ìì) , unione evidentemente di una 

quantità supcrhoiale con una lineare . 

3 i. Probi, Costruire un Equazione pura de- 
terminata di a.** grado . 

Sol. Sia x* — X V Equazione data , avendosi A 
zz ab , oppure zza*-*-b*^ oppure =a* — b* , ovvero 
^ a* c* -t- , ec., e sia XY la retta su cui 
deve prendersi il valore della » , F il suo princi- 
pio . Presa nel primo di questi casi di qua, e di }à 
dal punto F le porzioni FE , FG, determino, co- 
me nel ( «.* a7 ) , la FH3=^(«/>|; tagliata nei ca- 

A/gcbra 4 


Fig. 27, 
28,29,30 
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si secondo , terzo , e quarto la porzione FE — 
truovo come nei (n, 29, 3 o) la (Fig. a8), 

la FC=:|/'(a*-- /•’) (Fig. 29), la Fl = («*-*-i'-*-c* ' 
(Fig.So) ; e quindi col raggio FH nel caso primo, con 
l’altro FG ne’ casi secondo, e terzo , col raggio FI nel 
caso quarto , e sempre col centro F descrivo i due 
archetti P, Q , e questi nelle porzioni FP , — FQ , 
che vengono tagliate cominciando dal punto F , e 
delle quali prendesi la seconda negativa , perchè 
in direzione opposta della positiva FP ( IV. n.® 3 ) , 
questi , dissi , determineranno i domandati valori 
geometrici della x nella a:* — A . Ciò è evidente 
dall' essere — ^/A le radici della proposta 

:r* = A. Qualunque altro valore si rappresenti dal- 
la A , otterremo sempre il cercato luogo geometri- 
co , determinando prima pe’ ( n. 27 j 29, 3 o ) una 
retta uguale alla {/k, e quindi con questa come 
raggio, e dal punto, ove comincian le a; come cen- 
tro, descrivendo due archetti, i quali taglino sul- 
la retta data di posizione due porzioni aventi dire- 
zione opposta , ed uguale ciascheduna alla p/A. 

Esprimendosi dalla x una retta , è chiaro che, • 
la A deve rappresentare una quantità di due di- 
mensioni , ed è chiaro ohe deve questa A essere 
positiva , acciocché esistano realmente i corrispon- 
denti valori geometrici della x. 

32 , Probi, IO.® Costruire un’ Equazione com- 
posta determinata di 2.® grado 

Sol, Qualunque sia P Equazione composta de- 
terminata di 2,® grado, rifletto in primo luogo po- 
tersi essa sempre ridurre alla forma x*-*-ax= h* . 
Imperciocché supposta nell’ Equazion data la debi- 
ta uguaglianza delle dimensioni ( ra.® i4 ) > ® divis.i 
essa pel coefficiente della x^ , il coefficiente della 
X dovrà risultare di una dimensione sola, e se tal 
coefficiente risulta formato di più termini , que- 
sti sommati insieme potranno considerarsi ridotti 
ad un termine solo , che dico a , riduceudosi pei 
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(re.* 9, IO, 2,3 ) ad una sola le rette da loro rappre- 
sentate . Cosi dovranno pel cit.“ ( re.* 14 ) risulure 
di due dimensioni tutti i termini alFatto cogniti , 
ed essi sommati insieme potranno sempre ridursi 
mediante le operazioni esposte nei ( re.* 27, 29,80) 
ad un termine solo esprimente un (quadrato , il 
quale per conseguenza chiamo . 

Eseguita pertanto I’ accennata riduzione, os- 
servo in secondo luogo , che nella Equazione 
X* H- rea; = è* risultataci , ciascuno de* coefficienti 
re , h* può essere positivo e negativo . In conse- 
guenza di ciò 

I. Supponghiamoli amendue positivi , In que- 
sto caso essendo 

■ rex 


X' 


r Equazione da costruirsi, preso su d’ una retta in- 
definita DE un punto A , supponghiamo che da Fig. Si 
questo debbano incominciare i valori della x . In- 
nalzata da A perpendicolarmente la AB = 5 , e pre- 
sa la porzione AG = si conduca la GB, e quin- 
di , fatto centro in G, col raggio GB si descrivano 
due archetti in G, ed in F. Ciò eseguito, facendo 
per ora astrazione dalle direzioni, avremo CG = CP 

= GB; ora CB = p/(AG * -h AB* ) =r|/ ^ j 

dunque CG = GF = j/ -t- i» ^ ; maAF = CF- 
CA, ed AG = AC-4-CG, dunque sostituendo saràAP 

*1/ Introducendo presentemente la 

considerazione delle direzioni , e ponendo quindi 
che i valori, i quali da A si estendono verso Y 
siano positivi , e negativi quei che da A scorrono 
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•verso D j il valore di AG dovrà esser negativo , e 
quindi , tenendo conto della direzione , avremo 


AG 


mentre già testa 


AF= !/'(‘*^ ^ —, ossia AF=— 

Ora dalla soluzione della x* -+-«=: 5*, ricaviamo, a: =3 


_ dt ^ -+-A , dunque le duo rotte AF , — AG 

esprimono i due valori della incognita nell’ Equa- 
zione proposta , 

IL Rimanendo L* positivo sia il termine tuo 
negativo , cosicché F Equazi one divenga 
(i* — ax =; , 

In questo caso l'Equazione si costruisce egualmeo-> 
te che quella del (pr^c4^l\, con questa sola diffe- 
renza , che invece di prendere come nella (Fig.,3i ) 

la AG =3 -^ verso D, cioè verso il valore della x 

negativo, deve al contrario prendersi da A verso 
E , cioè dalla parte del valor positivo, come yede- 
si praticato nella ( Fig. 3z. ) ; ed operato in seguito 
come precedenteniente, ritroveremo nella cit." (Fig.3a) 



onde AG , — AF rappresenteranno le due radici 

della X ■— ax — . 

Ili, Supponghiamo finalmente il termine cogni- 
to negativo , lo due Equazioni dei due [p/ec.\^^ ) 
diverranno perciò 

x’*-*-ax— — ò*, X* — axx^—h^ 

Affine di costruirle su della data retta DE , preso 
33,31 il punto A, come principio dei valori della x, si 

tagli una porzione AG = ~ verso il valor della» 
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nettivi),' tBsia Terso D> come nella (Ftg- 33), se 
Vogliasi costruire la prima delle due poste Èqua- 

zioni , e taglisi questa porzione AG = ■— (Fig. 34 ) 

verso E , cioè verso il valore della x positivo , se 
proposta venga la seconda Equazione . Descritto in 
seguito nell’ un caso , e nell’ altro il semìcircolo 
AHBL, s’innalzi perpendicolarmente il raggio GB, 
prendasi in questo la porzione GK=& , e condotta 

f »er K la LH parallela alla DE , si abbassino sopra 
a DE le due perpendicolari LG, HF . Ciò esegui- 
to , e tirate le rette CH , GL , avremo , fatta astra- 
zione dei segni, CF=;CG=|/' e però 

nel primo caso AF=AG— CFtr~ 

AG AC-i-CG— — ^ J j ® secondo 

AP =AG-fCFi: , AG = AC- 

CG = — ò* ^ . Considerando ora le di- 

rezioni; poiché i valori AF, AG della (Fig. 33) scor- 
rono verso D, dovranno essere presi negativamen- 
te , e per conseguenza i due primi precedenti va- 
lori della a? saranno — AF ’ 

, onde -AF,- AG 

esprimeranno nella (Fig.cif.') le radici della Equa- 
zione ax — b* , come si esprimono dalle 

AF , AG nella ( Fig. 34 ) le radici dell’ altra Equa- 
zione a;* — ax 

IV. se fosse b>-^j divenendo àn allora CK> GB 
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il punto K cadrebbe fuori del circolo ; e «on 
potrebbe per conseguenza condursi più la corda 

LH, e farsi il discorso del l prec. IH) Masei>~ 

* ' ' A 9 


abbiamo ancora b*>-^, ossia -^ < , e pero 

^ — i* < o , onde ) quantità immagina» 


ria . Dunque in questa supposizione essendo i due 
valori della x immaginari! , saranno pure immagU 
narie , assurde le rette, che a questi cosrispondo- 
no , e quindi il precedente metodo mostrerà ezian- 
dio quando le radici della data non sono reali . 

33. Scol. 3.® I. Considerando le radici dell’ 
Equazione precedente , vedremo facilmente che le 
radici della = altro non sono che quelle 

della x'—ax — b^, ma prese in senso contrario, e 
cosi le radici della x^-*-ax^~b* , cangiatone il 
segno, uguagliano quelle della x* — ax — — . 

II. Vogliasi la costruzione della Equazione 
x^ — ax=.cd senza ridurre, come nel (n.®3a), il 
termine cognito cd a quadrato . Supposto perciò 
Fig. 35 che dal punto A debbano cominciare i valori della 
X , e che debbansi questi prendere sulla indeiìnita 
DE, conduco pel supposto punto A sotto un ango- 
lo qualunque un’altra indefinita MN , quindi po- 
sto che sia o>d , taglio sopra della MN una por- 
zione AH = c, e cominciando dal punto H , ne ta- 
glio retrocedendo un’altra in seguito pre- 

sa sopra della DE , e alla destra dj À una porzio- 
ne AB = a , determino il centro G di un circolo , 
il quale passi pei tre punti A , B, I, e finalmente 
con questo centro , e col raggio CH descritto un 
circolo HFG , io dico che le AF , AG saranno % 
dtie valori richiesti della x . Difatti descritto F ìn- 
- dicalo circolo , che passi pei tre punti A , B , l , 
poiché abbiamo LA=dH, sarà LAxAH=ctil, ma es- 
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senHo ancora GA=BF , si ha GB=AP , e però GA= 


AF— a. onde GAxAF = AF* — «XAF. Dunque a ca- 
gione di GAxAF=:LAxAH , avremo AF*— aXAF=crf . 

Ora quest’ ultima Equazione altro non è che la 
proposta , cangiata semplicemente la x nella AF . 
Dunque dovrà essere la retta AF un valore della x 
medesima , ossia una radice della Equazione data \ 
ma dalla precedente Equazione GA=AF— a ricavasi 
AF — AG=a . Dunque essendo — a il coefiSciente del 
secondo termine nella — ax — cd, ed AF una 
delle sue radici , sarà pel ( re.® aaS. Alg. ) — AG 
l’altra radice. Dunque ec. Vedesi che dovrà essere 

AF = -^ -t- - AG=^ - 1/(^ + . 

III. Sia richiesto di costruire in modo simile 
a quello del (y7rec. II) l’Equazione x* —‘Ux— —cd . 
Condotta qui pure una indefinita MN , la quale Fig. 36 
passi per A principio già stabilito delle x , e fac- 
cia un angolo qualunque con la indefinita DE , sa 
della quale le x stesse si devono prendere , si ta- 
gli nella DE medesima , e alla diritta di A la por- 
zione AB = a, quindi supposto c><i, si tagli sopra 
la MN la porzione AHrtc^ poscia , proseguendo in- 
nanzi , 1* altra Hlzzd , q trovato il centro G del 
cerchio , che passa pei tre punti A j B , I , si de- 
scriva con questo centro e col raggio CH la cir- 
conferenza HLGF ; ciò fatto io dico , che mentre 
le due radici della data x^ — ax — ^cd siano reali, 
e disuguali fra loro , tale circonferenza deve taglia- 
re la AB in due punti G , F , e che quindi AF , 

AG saranno i due valori geometrici della x . Ab- 
bassate difatti dal centro G sulle AB , AI le per- 
pendicolari CK , CQ , e condotti i raggi CA , CH , 
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poiché risulta CU = Cti — , sarà ClÀ* =* 

ÀO* -4- CO* = AG* - UH* H- CH* = ( AO OH ) 
( AO — OH ) -♦- CH = AH X AL GH — cd 
CH“; ma CK* ~ CA — AK zz GA “■ dunqué 

, Cti» — CK' =z~cd. Ora se le radici della 


sono reali e disugalì fra loro, deve essere — >r</: 

4 * 

dunque risultando in questa ipotesi CK<CH, si veri- 
ficherà in primo luo^, che l’indicata circonferenza 
HLGF sega la AB, nei punti G, F. In conseguenza dì 
simile segamento avremo AGxAF=ALxAH=a;«i ; ma 
AG = FB = AB — AF — a — AF ; dunque risultando 

a . 

flXAF— AF = cd , e però AF — bXKF=--cz^, 
dovrà essere AF uno dei valori della x -, ma 
AG-hAF = AB=b ; dunque AG sarà l’altro valore. 

Avremo evidentemente AF 1/ , 


IV. Se la Equazione data sia la x^-t-axìscd, 
oppnr l’ altra x® -t-axsz — cd , poiché pel ( prec. I ) 
le radici della prima non sono che quelle della 
x’^ — axzzcdf cambiatine i segni, e le radici della 
seconda non sono che quelle della x‘ ax — cd , 
fatto il cambiamento dei segni , ne segue che il 
iTf'todo .esfosto ne’ (prec* II. IH) servirà egualmen- 
te alla costruzione delle Equazioni a*-+-ax='crf, 
a’*H-ax—- cd t avuta soltanto l’avvertenza di pren- 
dere sulla retta data la porzione AB alla sinistra del 
punto A . 
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Sì 

C^A P O IV. 

Della soluzione dei Problemi Geometrici 
determinati di a.® grado 


34. Èsem\ 8.® Dato il seTnlcircolo AEB s'* innaU Pìg. 37 
si (la un punto dato D del diametro AB la perpen- 
dicolare DE , e biella porzione DB conje sn diame- 
tro, descritto il semicircolo DIB', sia richiesto di fori 
mare un circolo NIL tale , che tocchi la perpendi- 
colare t)E , da semicircónléfenza AEB^ e l’ altra 
DIB . 

Sol. Cogniti essendo il raggio AC , là perpen-» 
’dicolare DE , e la retta DB , e quindi la sua metà 
DO, ponghiamo AC era, DO~^, DEscc, fe CDs 
a — 2.h'^d. Ciò fatto affine di descrivere il circolò 
doDrandato> è chiaro, che. non dovremo^ Sé non che _ 
«determinarne il centro P, , poiché da questo abhas^ 
sala sulla DE la perpèndicolare PN , essa come rags 
gio formerà il cerchio richiesto . Ma quale retta . 
prenderemo noi per incognita, onde determinare 
questo punto ; giacché esso non ritrovasi Su di al- 
cuna delle rette date di posizione P In questo caso 
ci serviremo di due incognite nella seguente ma- 
niera. Dal punto P che si cerca , come se già fos« 
se determinato > abbassiamo sulla GD la perpen^i 
dicolare PM , e ehiamiaftio x la DM , y la MP ^ 
dalla determinazióne di queste è chiaro che avre* 
mo la soluzione del Problema. Suppongbiamo con 
la perpendicolare PN descritto il circolo NLI , e pei ' 
centri C ^ P , O conduciamo le rette CPL , OP , è 
facile il vedere che CPLssGA porta il suo estremo 
al punto di contatto L, e che PO passa per P altro 
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5R _ Appentitce all’ Aloebra* 
punto di contatto I, e por conseguenza clie abbia- 
nto CL = «, PL = PN = DM = ar,OI = DO = Z'. Ora 

CP’ = CM*-+-MP*, PÒ“=MOVFm*, e CP= GL 
-P],=a-x, GlVI=CD-HDM = r/+-tc, PO=iIO-»-IP = 
7/-V-X- . MO=DO— DMrrZi— X , dunque avremo (a — x)* = 
( -4- r)* -4- y* ] (ft-t-x)* = (A— e però a* — zax 
zn i^-^idx-i-Y'y aAx= — aAx-f-j*. Dalla seconda di que- 
s!o Equazioni ricavo j'*= 4 Ax , sostituisco nella pri- 
3iiH, ed ottengo «• — aax = -t- , ossia 

a* d» 

(4A^-2rf-4-2a)x=a‘-ti*, e però x = . 

Ora É?* = (a*4-tZ) (a—z?) = ADXDB = DE*=:c“, e 
i!</=raGD=: 2 a— 4^ > onde 4^-4*a</-4-a«=4A-t-aa— 4 AH- 2 tt 


= 4^., Dunque dalla sostituzione venendo 



niFine di avere il valore della a: prolungo le ED, DB 
«MIO in S , T per modo che DS= 4 ^ , DT=c, tiro la 
ET, e dal punto R tale che DR = c conduco la RM 
parallela alia ST , e otterremo còsi evidentemente 
ì)M=r . Cercando presentemente il valore della y, 
poiché abbiamo y*s:4^af, prendo MV =MD = x, 
À1Z=4^> sulla ZV come su diametro descrivo il 
semicerchio ZPV, da M innalzo fino alla circonfe- 
renza descritta, la perpendicolare MP, e questa es- 
tendo pel (n.* 27 ) il valore della ci de- 

terminerà il punto P domandato , e però ci scio- 
glierà il Problema. 

35. Scol. I.* Sciogliendo 1 ’ Equazione jy* = 4 ^^ 
abbiamo dué valori della y , cioè _y = •*- , 

=“|/'(4ix); col primo di questi sciogliamo il Pro- 
blema precedente : a clft serve ora il secondo ? 

33 Compiasi, come nella (Fig. 38), il Circolo ZPV, e si 
prolunghi la PM sino in Q , risultando MQ=!VIP e ia 
direzione opposta, giacché MP = -♦- ^/(4ix) , ne ver- 
rà — MQ = — p/'(4éx) . Determinato così il punto Q 
corrispondente al secondo valore della y , per ve- 
dere a qual cosa esso serva, si compiano por au- 
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elle i due circoli AEB, DIB , e si prolunghi la ED 
sino in F; lo stesso problema che è stato proposto" 
al disopra tra i due semicircoli AEB , DIB , e la 
retta DE , poteva proporsi egualmente tra la retta 
DF, e i due eemicircoli AFB, DGB compimenti 
dei primi , e il punto Q vedesi essere quello che 
determina il centro del cerchio GHK tangente quest* 
ultime quantità , e quello per conseguenza , che 
scioglie 1* istesso Problema al disotto . 

Ma noi avevamo proposto il Problema soltanto 
al disopra, come dunque abbiamo ottenuto anche il 
valore •— MQ, ohe scioglie il Problema di sotto . Le 
stesse proprietà, che competono ai semicircoli AEB, 

DIB, ed alla DE, spettano egualmente ai semi- 
circoli AFB, DGB, ed alla DF , onde cercando 
il punto Q non possiamo che cadere in queste 
stesse Equazioni, che abbiamo ottenute pel punto 
P . Dovendo dunque le Equazioni medesime servi- 
re per la determinazione di amendue i punti P, Q, 
non potranno a meno di non esibirceli entrambi 
nel tempo stesso . 

36. Esem. 9.® Dato l’angolo QAN, e dal pun- Fig. 89 
to B dato su della AQ innalzata ' la perpendicolare 
BD sino ad incontrare in D 1’ altro lato AN , vi# 
gliasi sul lato AQ determinare un altro punto P , 
da cui innalzata la perpendicolare PM , ne venga" 

PM = MD. 

Sol. Cognito essendo il punto B, note saranno’ 
le tre rette AB , BD , AD ; ponghiamo pertanto 
AB = a, BD=è, AD= = e supposta 

condotta la PM, che si cerca facciamo AP = x,, 

PM —y ; avendosi AB : BD : : AP : PM, sarà a,:h\.x:y 

bx 

= — , e quindi per la condizione del Problema" 

1 

DM = MP =: — . ma abbiamo anche PB:MD::AP:AM» 

a • 


\ 
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è però c — x: ~::x:kM = dunque a ca-* 

è'ióne di ÀM“ìì APVPM’ne Verrà » 

e nducfendo = (a*H^è«) (a^o:)* 5 ma , 

dunque, fatto il quadrato, e fatte le dovute elimi- 


naziohì , e sostituzioni, otterremo a* — “ a;-«-c“=o‘ 

Sciolgo presentemente questa Equazione e"*risuItando 

cerco la costruzione nella 

^gtiente maniera . S' innalzi da t) la perpendicolare 
JU{j, e 81 piolunglii sino ad incontrare in C ìa AO- 
fatto io seguito centro in Ó col raggio CD descri- 
vasi il cérchio PDQ, e AP, AO saranno i due va- 
lori di ,T ora ottenuti; e difatti a cagione del trian- 
golo ACD fettaOgólo avendosi AB : AD : : AD : AG , 


sarà a : c : : c : AC = C , e GP=CQ=:CD= . 


AD*)== c' J , e pei- conseguenza APrrAO 

—PC = c*), A0=AC-f.CQ^ i -4- 

\/ {— - c* ^ . Innalzo pertanto dai punti P , Q le 

perpendicolari PM ; QN , e ne vferrà , come .richie- 
devasi PMtsMD, NQ=:ND. 

37. Scol. a.® Il nostro Problema ha dunque due 
soluzioni, e quindi è che siamo giunti ad un’ È(jua- 
zione di 2.®. grado. Non ogni volta però che.giun-, 
giamo ad un’ Equazione del gradò secondo , dobbia- 
mo noi dire viceversa che il Problema proposto ab-, 
bia due soluzioni: vedremo cogli esempi seguenti. 


> 
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che aldine volte le due radici dell’Equazione, quantun- 
que diverse fra loro, pure può quasi dirsi, che non 
danno ainendue, che una soluzione di imo stessQ 
Proldema , ed altre volte una delle radici scioglie 
Lcoissiino.il Problema propostoci, nta la seconda ne 
viene , per dir cosi , tacitamente a scioglierne un 
altro, per lo meno in aspetto, ben diverso dal pri- 
mo. 

38. 10 .® Dato un circolo BNDG , il cui 

raggio CB^ a, e dato un punto A fuori del mede.» 
siniOj tirare da questo punto una secante AMN ta- 
le che la porzione JVIN compresa entro del circolo 
risulti uguale al raggio a , 

Sol. Tirata pei punti A, G la AD, sia AB ^6, 
e AD s; i - 1 - = c ,' e supposta condotta la AN, ba» 
stando per la soluzione del Problema di determi- 
nare il solo punto M, potrei abbassare da M la per- 
pendicolare MP, e porre AP^ar, PM=^y , siccome 
nel (ra,®34); ma in questo caso riescendo la solu- 
zione più semplice col prendere per incognita la 
AM, faccio AM~3, e. verranno AN = zH-a; ora 
AB : AM : : AN : AD j dunque e però 

z*-^-azz=bcJZZ=. — ■^:t:[/^^-^-bc^ . Per costruire 

questa Equazione potrei servirmi del metodo indi- 
cato nei (li, IV. w.®33); gioverà però l’esporre il se- 
guente , il quale in casi di simile natura è genera-, 
le egualmente che 1’ altro ; tirisi perciò da A la 
tangente AG , il raggio CG , e da A al punto H 
preso alla metà di CG la retta AH , quindi fatto 

centro in H , e con un raggio = HG = , descrit- 

ti due archetti in E , F , le due rette AE , AF , 
fatta astrazione della direzione , corrisponderanno 
ai due valori dalla z , ed in realtà avendosi AB ; 
AG::AG:AD , ossia ò:AG;;AG:c, ne verrà AG^=òc, 

c però AH ^ -I- io ^ , ondo 


! 


Fig. 4» 
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AE = - ^ ic ) , AF =-^ I,/ -i-hcy 

ora tra questi due valori della z uno ve n’ ha positi- 
vo, cioè il più breve AE, e uno negativo, cioè il corris- 
pondente ad AF, e frattanto nel calcolo abbiamo sem- 
pre considerata la z positi va ; dunque tra i due valori 
ritrovati, quello che propriamente scioglie ora il Pro- 
blema , sarà il positivo AE . Pertanto col raggio AE , e 
centro A descrivo un arco, che tagli la circonferenza in 
M, e per questo punto M, e per A tirata la AMN, 
avrò sciolto cosi il Problema, risultando MN = a . 

39. Scol. 3 .* In vece di prendere per incognita 
la AM , snpponghiamo di prendere la AN , e fac- 
ciamo AN = z, venendone AM = z — a, e quindi 
h'.z — a\\z\c, z* — az — bc sarà 1 ’ Equazione, da 
cui ricaveremo il valore di AN . Ora le radici di 
questa Equazione altro non sono che le radici del- 
la z*-+-az=zòc prese in senso contrario (I. «.“iS)., 
Dunque la radice positiva della s*— az~bc espri- 
mendo per la supposizione il valore di AN , ed u- 
guagliando essa, cangiato il segno, la radice nega- 
tiva della z* azzz.bc , non sarà che la AF = AN . 
Dunque i due valori AE, AF ritrovati nel ( 7r.®/7rcc.) 
non facendo che determinare i due punti M , N 
non servono amendue che a condurre la sola AMN, 
e non danno perciò che la stessa soluzione del no- 
stro Problema . Tenendo conto però com’ è pur di do- 
vere, del segno nell’altra radice della z* - h <13= , 

vedesi che il valore geometrico di questa altro non 
è che un prolungamento della MA a sinistra del 
punto A, ed uguale ad AN ; e vedesi quindi che 
questo prolungamento scioglie bensi il Problema 
stesso, che sciogliesi dalla AN , ma lo scioglie in 
un altro circolo descritto alla sinistra del punto A, 
e sotto la retta BA, uguale, e similmente posto che 
il dato BGDNB . 

40. Esern. ii.* Dato un triangolo ABC inscri- 
vere ad esso un altro MNP tale , che i lati MN , 
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NP risultino rispettivamente paralleli ai lati BG , 

AG , 0 la sua area stia all’ area del dato in una 
data ragione di m:n. 

Sol. Pel parallelismo de’ lati MN, MP con gli 
altri BC , AG abbiamo l’angolo NMPrzG; diirKjuo 
MN X MP ; AG X BG ::m-.n . Ora posto AB , 

BC = b, AG = c-, AM — Xi pel parallelismo istcsso 

si ha a ; : a: ;MN=: — , a : c : — a? ; MP=;— — 2 

» a 

Dunque ottenendosi :bc::m:n sarà x*— ax 

ma* , « '”"* \ TI ^ • 

= — — e pero — y p®*" costrui- 

re l’ottenuta Equazione , replicato nella (Fig.4a) il Fig. 4» 
triangolo dato ABC} prolungo alla sinistra il luto 

BA sino ad Un punto D tale che AD =: -^5 descrit- 
te quindi sopra i due diametri DB, AB le due se- 
micirconferenze DEB, AFGB , innalzo dall’ estre- 
mo A la perpendicolare AE; dal punto E, ove 
questa taglia la semi peri feria DEB , conduco una 
retta EG parallela alla AB, dai punti F , G , ovo 
essa sega la semicirconferenza AFGB, conduco le 
FM , GM perpendicolari alla AB, ed i punti M, 

M' determineranno i due valori della x , cosicché 
condotte le MN , M'N' parallele a BC , e le MP, 

M'P’ parallele ad AG , tanto il triangolo MNP , 
come 1’ altro M'N'P' starà al grande ABC nella 
chiesta ragione di n:m . La ragione della esposta 
eostruzìone deducesi agevolmente dal metodo ge- 
nerale accennato nel ( III. «.• 3a ) . 

Acciocché questo Problema sia possibile , deve 


essere come nel (IV. tt.*3a), ^ non < 

' 4 ” 


pe- 


rò n non < : se n > , la AE ~ 


AB 


I 


ma*' 

n 


ri- 


sultando maggiore di — ‘ — a, la EG non incontra- 


1 
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rà il semicerchio AFB ; che se «=4'“» allora la 
EG divenendo tangente allo stesso AFB, il Proble- 
ma avrà una soluzione sola , ed un solo sarà il 
triangolo domandato . 

43 41. Eiem/>. 12.® Data la retta AB, formare su 

d’essa un triangolo ADB isoscele, e tale che l’an- 
golo al vertice D sia metà di ciascuno degli ango- 
li alla base A , ABD . 

Sol. Supposto già formato il triangolo ADB ri- 
chiesto dal Problema , conducasi dal punto B la 
retta BE per modo , che divìda 1’ angolo ABD por 
metà; verremo cosi a formare il triangolo ABE, il 

quale a cagione di ABE =^^=:D , e di A=a se 

medesimo, sarà simile al triangolo ADB, e si avrà 
per conseguenza BE=:AB . Chiamiamo ora a la AB, 
e il lato AD = BD incognito 5,- a cagione dell’ an- 
golo EBD=D sarà ED = BE, e perciò avremo ED 
= BE = AB=a, AE = z — o, ma per la somiglian- 
za dei triangoli AEB , ABD abbiamo AE:AB::AB:AD, 


dunque sarà z^-rozzsa* , Sciolgo ed in z =:-^ S; 

avremo il valore di ADzrBD. Pro- 

' lunghisi alla destra AB indefinitamente , s’ innalzi 
da B la perpendicolare BM = a, e presa alla destra. 

di B la BC=~» col raggio CM si descriva il se- 


micerchio QMP ; pel ( H. n.“ 3a ) otterremo BP 

= “ - V (-4 -BQ= J ® 

saranno i valori della x, dei quali per la ragione 
istessa accennata nel ( ra.“ 38) il positivo BP quel- 
lo sarà propriamente, che scioglie il Problema pro- 
posto. Facendo adunque centro in A , B, descrivo 
due. archetti circolari , che si taglino in D , con il 
racffio medesimo BP , e condotto le rette AD, BD, 

avremo 
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Avremo in tal modo formato il triangolo ABD, elio 
richiedevasi • * 

4 a- Scol. 4 -** Cerchiamo presentemente di 
determinare a che serva l’altra radice BQ , e come 
essa nasca . Per formar 1’ Ef|uazione che ha servi- 
to alla soluzion precedente, noi non abbiamo che 
determinata una proporzione AE : AB :: AB:AD , dc- 
diicendola da un triangolo ABE formato simile al 
richiesto ABO , col tirare da B sino al lato AD una 
retta BE , è risultando intanto ED = EB = AB. Ora 
non potrebbe egli tirarsi da B un’altra retta BE, che 
dotata fosse delle stesse proprietà delia BE preceden- 
te, e che producendo la proporzione istessa ci con- 
ducesse ad una simile Equazione ? Nel triangolo 
ABD richiesto nel ( w.® prec. ) ciò non può farsi 
giammai, poiché dovendo essere l’angolo ABD=aD, 
non v’ è che la retta precèdente BE , che taglian- 
do per mezzo 1’ angolo ABD, possa produrre il trian- 
golo ABE simile ‘all’ altro ABD, ma potrebbe ben- 
sì esistere un’altro triangolo, in cui tirando que- 
sta BE, essa soddisfaccia alle stesse condizioni del- 
la precedente • Rappresenti pertanto ABD questo Fig. 44 
nuovo triangolo, e conducasi in esso la nostra BE ; 
questa o cade entro del triangolo medesimo , o ca- 
de fuori : supponghiamo primieramente , ch^e cada 
dentro come nella (Fig.44), dovendo essere ÀBrrBE 
r=ED, e il triangolo ABE simile ad ABD, ne ver- 
rà anche AD = DB, e l’angolo AEBzraD; dunque 
anche 1’ angolo- A=ABD=AEB=2D , e però la sup- 
posta BE cadendo entro del triangolo , che ci sia- 
mo formati , questo non potrà che avere 1’ angolo 
al vertice D metà di ciascuno degli angoli alla ba- 
se, ed altro non sarà per conseguenza che il trian- 
golo precedente (Fig.44). Cada dunque la BE fuori 
del triangolo ABD, come nella (Fig.45); essa incon- 
trerà il lato AD prolungato in E , e potranno he- Fig. 4S 
riissimo il triangolo ABD , e la retta BE essere ta- 
Jl^cbra, 5 
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li, che ne venga AB = BE = ED, il triangolo ABE 
simile all’altro ABD* e quindi ne nasca la propor- 
zione AE:AB::AB:AD, vale a dir quella stessa, che ci 
ha condotti alla soluzione del Problema precedente. 

Chiamiamo z il lato AD di questo nuovo trian- 
golo ABD ; dovendo essere AB = BE = ED = a, ed 
AE : AB : : AB ; AD , otterremo z-t-a:a::a:z , c però 
z*-*" az = a* . Dunque la radice positiva di questa 
uguagliando la radice negativa della — as = a*, 
cangiatone il segno , ossia uguagliando la BQ (Fig.4:i) ; 
ne viene, che questa BQ uguaglierà il lato BD del 
nuovo triangolo ABD (Fig. 45 ), e per conseguenza 
le rette BP , BQ non sono che i lati di due trian- 
goli isosceli poggianti sulla stessa base AB — a, ma 
diversi fra loro; il primo di questi noi lo conoscia- 
mo , quale sarà il secondo ? 

Poiché nella (Fig.4S) abùiaino AB = BE = ED; 
e AD = DB, ne verrà 1’ angolo ADB =: DBE -t- E = 
BDE-*-E; ma BDE^aA, ed E^cA, dunque sarà 
ADB = aA A = 5A, e quindi a cagione di A=ABD, 
avremo nel nostro triangolo 1* angolo al vertice 
ADB triplo di ciascuno degli angoli alla base. 

II. L’Equazione dun<|ue z* — az — n* viene a 
sciogliere due Problemi m aspetto ben diversi fra 
loro, quali sono , data una retta, i.* determinare 
su di essa un triangolo isoscele, che abbia 1’ ango- 
lo al vertice metà di ciascuno degli angoli alla ba- 
si J formare sulla retta data un triangolo iso- 
scele , che abbia 1’ angolo al vertice triplo di 
ciascuno di quelli alla base. Ma pure questi Pro- 
blemi, posta AD=:z hanno tali legami fra loro, 
che non può sciogliersi 1’ uno senza cadere a scio- 
gliere l’altro; sì nell’un triangolo, che nell’altro 
la BE produce la stessa uguaglianza AB = BE = ED, 
ed insieme produce la stessa proporzione AE:AB:; 
AB : AD , da cui propriamente deduciamo la solu- 
zione richiesta, e quindi è che tali due Problemi 
possono ridursi ad un solo ; dicendo : formare sopra 
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ideila data AB nn triangolo isoscele ADB tale che, tirata 
dal punto B al lato AD , prolungato se occorre, la 
B£, risulti AB=BE=ED, ed insieme AE:AB.:AB: AD. . 

111 . Supponghiamo , che si richieda di divide- 
re due angoli retti in cinque parti uguali , e po- 
scia di combinare queste parti, senza più spezzarle, 
\nella formazione di un triangolo per modo che que- 
sto risulti un triangolo isoscele . 

Essendo 180.® il valore di due retti, chiamia- 
mo 9 il valore della loro quinta parte, cosicché = 

= Per determinare il triangolo domandato, 

supponghiamo di formarlo per modo, che il suo 
angolo al vertice, cioè 1 ’ angolo compreso fra i Iati 
uguali sia 9; restando 4' distribuirsi ai due an- 
goli alla base ; ciascuno dì essi non potrà essere 
che a? , e avremo cosi un triangolo isoscele , che 
ha l’angolo al vertice metà di ciascuno degli an- 
goli alla base . Supponghiamo in secondo luogo di 
formare un triangolo isoscele, il cui angolo al vertice 
sia 3 ?; restano da distribuirsi agli angoli alla 
base , ciascuno di questi adunque non potrà essere 
chiì 9, e avremo per tal modo un triangolo eqni- 
crure , in cui 1’ angolo al vertice è triplo di cias- 
cun della base . Non suppongo di formare triango- 
li isosceli, ne’ quali l’angolo al vertice sia aj, o 
49, poiché restando nell’ un caso 3 ^, e nell’ altro 
f, è impossibile distribuire questi avanzi per gli 
angoli allà base senza produrre dei rotti , il che è 
contro la supposizione. Dunque due sono le soln- 
jsioni del nostro Problema , e i dne triangoli pre- 
■cedenti quelli sOh/i , che le somministrano. 

43. Esem. i 3 .* Condurre da nn dato punto ad tm 
triangolo dato una retta, la <{uale divida l’area del 
triangolo medesimo in una determinata ragione geo- 
metrica . 

Sul. Sia m‘. n questa ragione, ABC il triango- 
lo , e D il punto dato . Puteado questo punto esi- 


Fig. 46, 
4 ?> 43 
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stere , o fuori del triangolo medesimo (Fig. 4^ ) , a» 
dentro ( Fig. 4? ) > o sopra uno de’ suoi lati , per 
esempio sul lato AB (Fig. 48). 

I. Comincio dal supporre , che esista fuori 
(Fig. 46) e in tale ipotesi supposto , che la retta 
DE sia quella che scioglie il Problema , poiché ne 
•viene AME : MECO ; : m:n, sarà ancora AME : ABC 
:: m : m n : \ m : p { fatto per brevità rn -¥■ n — p) 
e quindi AExAM : ACxAB : : m : p . Facciasi AC=«, 
AB=6 , kEà—u, AM=:3 ; dal punto D conduco la DF 
parallela al lato BA fino ad incontrare in F la CA 
prolungata; e poiché il punto D è datole le rette 
DF, FA sono perciò cognite, supponchiamo DF=c, 
AF—d . Ciò posto , essendo DF : FE : : AM : AE , 


ed ACxAB : XExAM : :p:m , e sostituiti i dovuti 
Talori , risultando c : d-*- u : : z : u , ab : uz : : p :m , 
ne vena. cu = dz -i~uz , puz = abm , ed eliminata la 
-, , ahm ahcm 

u , otterremo i Equazione s* z 

costruirla , ritrovata una quarta proporzionale 
po le tre quantità p , m , b , prendasi sul lato AB 

la porsione AI = -^, pei punti F, I conducasi la F^I^ 

fino ad incontrare in L la retta CL condotta da D 
parallela al lato AB , e da I si tiri la IK parallela 
ad AC; ciò fatto avendosi AF : AI ; : IK : KL , ossia 

tfìh àbrn ^ 

d •. '.a'. KL , ne verrà KL =: ; chiamiamo f 

questo valore , e poniamolo in vece di nella 

, alm _ alerti ' n 17 . 

e* ~z =z -j— , otterremo cosi F Equazione 

tt^-*-fz=zcf, e quindi sarà 2 = -f-ty ^ 

Si prolunghi ora la DF al disotto, e preso FN=/=KL, 
e’ innalzi da F la perpendicolare FR fino ad incon- 
trare in R la circonferenza DRN descritta sul dia- 
metro DN , dalla metà O della FN si conduca ad 
A la retta OR^ e finalmente facendo centro in O 
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Parrei* . . 

ft)l rargìo OR si rlescrivano i dus afcliettl circola» 
ri in P , ed in Q ; eseguite tutte queste operazio- 
fii , FP,-»FQ saranno i due valori della s : coudu- 
co pertanto da P una retta PM parallela ad FA, e 
il punto M, ove questa taglia il lato AB sarà il ri- 
chiesto , cosicché, conducendo pei punti D , M la 
retta DMÉ , essa farà sì , che il triangolo ABC : 
AME :p : m , e quindi , che AMÈ : BMEG : : rn : 
siccome era stato richiesto. 

11. Sia iì punto 1) entro il triangolo .ABC ; in 
questo caso condotta la DF parallela ad AB , rite- 
nute le stesse denominazioni , e replicato lo stesso 
raziocinio del {prec. 1) troveremo le proporzioni 
c'.u — d'.'.z'.u, ab itzi : p i m, e però 1 Equazione 


2 » — z — — “ ossia z^fz—-^cf , determi- 

dp àp ’ j j 

natosi in maniera consimile alla precedente il va- 


lore ài f — . Scioliro ora T Equazione ottenu- 

. f \ 

ta , e risultando z -- cf \ , affine di 

costruirla, prolungo il lato AB indefinitamente , 
prendo su di questa retta le porzioni AH , HK cia- 

f 

•cuna — taglio AL :±: zFD = ac, su di LK de- 


scrivo il semicerchio LPK, dal punto H innalzo la 
perpendicolare HP , e con questa come raggio , fa- 
cendo centro in H, descrivo due archetti in M, w; 
ciò eseguito avremo le due rette AM , km , e quc- 
•te formeranno i due valori della z , come si può 
veder facilmente. Conduco pertanto pel punto M 
e per l’altro D la retta MDE, e questa scioglierà il 
Quesito, risultando da essa AME : ABC: :m;B, 
e però AME : BMEC : : to : « . 

111. Esista il punto D sopra di uno dei lati 
per esempio sopra del lato AB . In questo caso ri- 
sulterà cfco , e diventando zzrAD— c 1’ incognita da 
determinarsi sarà AE=:« , e quindi per la solita pro- 


Fig. 48 
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porzione AE X : AG X AB : : m : p , avremo 

u = • Trovata > co.ne si è detto nei (/?rec.I_, II ) 


la AI = ^ 
P 


onde u — 


ex VI 


si uniscano con la 


' 4 : 


46, 


DG i punti D, C, dal punto I si conduca alla DG 
la parnllelt lE , e questa determinerà evidentemen- 
te in E il punto richiesto, onde ec. 

IV. Finora si è snpi'osfo tacitamente che ri- 
sulti la retta AE non > AG; ma se mai ne dive- 


riir.' 4 Q siccome nJ!e ( Eij. 40 , 5o, 5i ), maggiore, allora 

So 5 i operazioni dei {prec. I,II , IH) si avrebbe bensì 

* ABG : AME : : : m , ma non essendo AME una por- 
zione del solo triangolo dato ABG , nè essendo 
ABG— AME uguale all’ a’ira j)orzione del triangolo 
medesimo, ne viene, che non si avrebbe punto la 
soluzione del Problema proposto . In questo caso in- 
vece della AM prendasi per s la BM , e per u la 
BE' , sì conduca dal punto D la DF' jìarallela al 
lato AB sino ad incontrare non il lato GA , come 
nei (/>rcc* I, II ) , ma l’altro GB, e posto qui pu- 
re DF'=c . BF'rr/, e posto BG=« , poiché si vuole 
AME'G :MBE' : : col discorso medesimo dei 

citati {prec.* I, II) otterremo la Equazione per 1% 

(FiS- 49) + * = (Fig.So) l’al- 


ì tra a* — ~ z — e per la (Fig. 5i ) la ter- 

za u = ^ . Siccome le tre Equazioni ora ottenii- 
•ip 

te sono perfettamente simili alle tre de’ (prec. I , 
II , HI ) ; quintli è che ne avremo ancora in un modo 
affatto simile le costruzioni rispettive, dicendosi pe- 
rò quivi del punto B, e del lato BG quello che là 
sì è detto del punto A , e del Iato AG . Per deter- 
minare poi, quando abbiano luogo le prcsontj ^ q 
quando le soluzioni de’ ( prec, 1, Q., ìli ) j ai 
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oercliino in questi ultimi paragrafi 1 valori del- 

. ohm df 

primo u =: zz =3 

* z 


la u. e ottenutosi nel 




(Vira.® 193 Afg.), nel secondo ra = 


df 




osservo, quando simili valori siano >a, e quando 
non siano tali . Nel primo di questi casi si avrà 
evidentemente la soluzione del Problema co’ meto- 
di del paragrafo presente, nel secondo con i me- 
todi degli altri ( prec} I , II , III ) . 

44. Scol. 5 .® J. Vogliasi ora determinare a che 
serva la seconda radice — FQ (Fig. 46) , Arat (Fig. 47) • 
Prolungata perciò nella (Fig. 46) la BA al disotto , 
si tiri, fino ad incontrarla, da Q la Q/ra parallela 
alla AF, e si uniscano i punti D, rat con la Draij 
nella (Fig. 4?) poi si conduca .pei punti D^rat, la 
erti . Da ciò avremo sì nell’ un caso che nell’ altro 
il triangolo Arate tale che Arate : ABC : : rat : /? ; e frat- 
tanto la Arat uguaglia la lunghezza dell’altra radi- 
ce nelle Equazioni del (I,II. ra. 43 ) . Dunque l’in- 
dicata seconda radice serve a formare P accennato 
triangolo Arate, triangolo , il quale in area è ugua- 
le evidentemente al triangolo AME , ed il quale è 
nella (Fig. 46) affatto esterno al triangolo dato ABC, 
non affatto nella ( Fig. 4? ) • 

II. Avvertasi , che come si pone positivo il trian- 
golo ABC , così risulta positivo sempre non solo II 
triangolo AIVIE, ma ancora l’altro Arate. Il triango- 
lo AME risulta sempre tale, perchè, siccome si con- 
siderano positive le rette AG, AB, perciò deggion- 
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si prentlere positive eziandio le AE, AM; 11 trlatl», 
golo jioi Af/te nella ( Fig. 4?) è positivo per la stes- 
sa ragione, e nella (Fig. 40) è tale, perché tanto la 
Ae , come la Aj?i sono rapporto alle AG , AB di va- 
lor negativo, onde deggiorisi scrivere— Ae , — Ami 
lo stato di <|nestu triangolo Awe è simile a quello 
dell'area accennata nel (111. n.° 8 ). 

III. Supposto nel (IV. n. 43) ^ = g,\ onde si 

aliliia rapporto alla (Fig. 5o ) l’Equazione 
vedremo agevolmente , che se nel caso del (II.ra.*43 ) 

si abbia tanto —, come — <c, ossia tanto am. 
•4 4 

come en < ; allora la soluzione di questo Pro- 

blema è impossibile . 

Fia. Sa. 4^- E.se/n, '4.° Dato un triangolo AB^ ridurlo 
*ad un’altro AldN tale, che AM = AB, MN = BG, 
e I’ area AMN = ABG . 

Sol, Sia AC=« , AB~h , BC=:c , AN=x , e ab- 
bassate le perpendicolari BD . IMP, sia BD=zJ, AD=c, 

‘ MF=_r . Giò posto , poiché si ha , DG=a — e, 

«ara — 2.ae -*-//^ — <■/* , e però 

4 , , , (a»-4-i*— c»)* 

, onde<i®=i* — e*—h * — TZi > e 


c 


4 «^ 


quindi d ~ ^j/(2(/>“-4-c*)a* — (i* — c*)* — a^) e final- 

inenlc— = — ^/(2(7 ,«h- c>‘ -(Z»» - c*)*-a^) .1 Ora 

“ 4 . ) 

quello , che si è detto presentemente del triangolo 

ABG , si dice in egual modo dell’altro AMN : dun- 
que sarà ancora ^ = |/'(2(i*-t-c*)x*— (i“—c*)®^r^) j 

ma per le condizioni del Quesito deve essere — = 2^ , 

Dunque avendosi j/ (a(i*-t-c*)a*— (i“— c *}*— =z 

•i ^ -, 
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^ 1/ ( a ( H- c* ) a;* — ( — c* )* — a;* ) , otterremo 

, e sciogliendo questa 
Equazione si avrà ar =t ^ :±: l/'Ki* •+• c*)^ — 

2(i‘-f-r'*)a*H-u'‘)) (h.® 2H0. ^/^'. ) = ± l/' ( (i?-* c®) =t 
«*)) . Quattro quindi si vede essere i valori 
della Xj cioè a, a*),— a*). 

Ora i primi due non ci danno che lo stesso trian** 
golo dato ABC posto o a destra del punto A , e al 
disotto della retta AG, mentre si faccia x==o,, ed 

y != -4- ^ (i*— c»)*— 2:^) , ovvero po« 

sto a destra di A, e sotto della AG , quando ritenu- 
to x^, facciasi y ^ l/ (2(i*-»-c*)z*— c*)*— x^); 

oppure il triangolo medesimo collocato alla sinistra 
di A, e sopra AC^ mentre si ponga, x::S— a , ed 

y= (^»*— c*)*— X*) , o. collocato al- 

la sinistra di A> e sotto AG , quando conservato 

-x=— a pongasi y=— ~ j/'{2(i»-t-c*jx*— (J*— c*)*— x*). 

Dunque dagli indicati valori a, “-a non venendo 
deterirtinato triangolo di forma diversa dalla forma 
del dato , il Problema verrà sciolto dagli altri du© 
t/(2(è’‘-f-c*.)— a*) , — (l/(2(i*-»-c*) — a‘) . Per determi- * 
nate i luoghi geometrici ; applico al punto B per- 
pendicolare alla BÀ la BE~BC— c, condotta l’ ipo- 
tenusa AE=:j/'(Ì'*- 4 -c*) , tiro a questa perpendicolare 
dal punto E la EF=AE , conduco la AF=[/ (2(è*-+-c’‘)), ^ 
descrivo su di ossa AF il semicerchio ^F , e con 
centro F , raggio = AC=;:a segnato P archetto G, col 
raggio AG, e centro A taglio sulla AG *la retta AN ; 
»arà questa evidentemente p=i/'( 2 (i*- 4 -c*)—o*) ; facen- 
do la stessa sezione nel prolungamento a sinistra di 
A della stessa C A , siavràlaretta=— a®) • 


ì 

* 


J 
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Siccome poi i lati AM , NM ilei trianjrolo , che si 
cerca, sono noti , formo coti le regole conosciute un 
tale triangolo, ed avrò cosi risolto il Problema. Ve- 
desi qui puro , che anche il triangolo AMN può ri- 
cevere quattro posizioni diverse, secondo la diver- 
sa combinazione de’ segni ne’ valori delle x, y. 

Quaritunijiie nella «*) , il termine 

— a* sia negativo; ptire il valore del radicale sarà 
sempre reale, e però il Problema sempre solubile. 
Imperciocebè per la natura de’triangoli si ha ò- 4 -f>a, e 
però ma •^rc*>%hc (VII rr.®2ig Alg.).’ 

Dunque dovrà essere 2(/y®-r-6*) > a*, e però ec. 

40* E'^rnipio i 5 .® Tra i due lati AB, AC del 
FIg . 53 triangolo ABC isoscele, condurre una retta MN ta- 
le , che uniti i due punti di mezzo D , E delle 
rette BC , MN con la DE , risulti questa DE per- 
pendicolare alla MN , e tale inoltre che il nuovo 
triangolo MAN stia al primo BAG in una data ra- 
gione di m'.n . 

Sol. Supposta già tirata la retta MN, che si 
domanda, dal punto D si conducano ai lati A 8 ,AG 
le perpendicolari DH , DL, ed ai punti M , N le 
Dm , DN ; e si ponga AB=: AC = a , AH — AL = c, 
DH = DL = </, AM =x, AN =_y. Io conseguenza di 
ciò avendosi MH — x — c , NL = c — y , sarà 
DM'* -t- (x — c )®, DN* = é?* (c— j )* ; ma per 
essere E punto di mezzo della MN , e per essere 
la DE a lei perpendicolare si ha DM == IJN ; dun- 
que risultando rf* -1- (x — c)* =: rf* -f- ( c — )*, avre- 
mo X* — 2CX —y^ — 2cy . Ora la seconda condizìoa 

del Probità ci dà xy ’ a* : : m : n, e però yz=~- 

Dunque sostituendo questo valore nella x*— 2cx = 

. A 9 uma^c m*a4 

y* — zcy, otterremo x® — 2cx^ — - — ,x — — 0. 

Quest’ ultima Equazione risultataci si riduce alla 


1 
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ma* ' 


forma ^ x* — ^ — acr -t- ^ — o » e però 

si verifica tanto se sia x* — = o , come se si 

n 

abbia X* — 2 CX '4- = o. Dunque ridottasi la pre- 
cedente Equazione di 4*“ grado alle due ora accen- 
nate di 2 .“ , ne avremo la costruzione, ed avremo 
però la richiesta soluziotie del Problema, costruen- 
do con i noti metodi ( Cap. prec. ) le altre due 
Equazioni ottenute di a.® grado . Avendosi poi da 

esse x = =fci/'^*, X = cip/ ^ 6® — , risul- 

. . . , . ma* _ 

terà corrispondentemente ai primi valori y — nx 




ma* 

n 


> e 


ma* 


, ma y ma^ 

I/— * 

in corrispondenza ai secondi y — » y 

s:!/ Da questi valori fi- 
nalmente apparisce, cbe il proposto Problema am- 
mette quattro soluzioni , due corrispondenti ai va- 

, . y ma*' . y ma' _ , 

lori x = ±i/ — > y — — V cornspon- 

( * V 

denti agli altri x— c ± c® — !!!fL ì, y=:cqp 

p/ ^ 6*— P*apporto ai primi due la MN ri- 

sulterà evidentemente parallela alla base BG , e 
dipendentemente dal valore ^ anderà 
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al disotto del Vertice A del triangolo, c dipenden- 
temente dal valore— i dovrà essa cadere al 

^ n 

disópra di A fra i due prolungamenti de’ lati BA , 
CA , divenendo a questa MN sempre perpendicola- 
re la retta condotta dal punto D al suo punto di 
mezzo . Rapporto poi agli altri due valori delle x, 
) il Problema non ammetterà soluzione, se non 


se quando sia c* nón ; che se si abbia c*> 

— ^ , allora la MN risulterà sempre inclinata Vèr- 
so la base* e conservando un egUal lunghezza, ed 
inclinazione , piegherà verso B , quando si pren- 
da X = c -t- ^ c* verso C, quando 

sì faccia a: a: c — c* “ 

— , allora i secondi due valori della x diven- 


gono un solo uguale al primo •+■ p/— — . 

47 * i 6 .® Prolungati indefinitamente i due 

Fig. 54 lati BG , DC di un quadrato ABCD j il cui lato 
sia = a, condurre dal punto A una retta AN tale, 
che la sua porzione MN compresa fra i supposti 
due lati prolungati sia di una data lunghezza h . 

Sol. Posta la retta DNrsar, per la somiglianza 
de’triangoli ADN, MCN avremo x :|/'(r*-t-a*)::x-Ko;i, 
e però bx= {x -^a) {x * e tolti i radicali, 

x*-*-2ax^-t-{j.a*^l/’^)x^~t-za^x-t-a^x:o. Ascendendo que- 
sta Equazione al quarto grado, avrà quattro radici, e 
quattro linee dìlàtti si possono condurre dal punto A , 
Ir quali soddisfanno al Quesito; tali essendo ap- 
punto le rette MN, M'N', M"N", M'''N"'. In con- 
seguenza di ciò DN, DN', DN" 5 DN"' saranno i' 
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tnnattro Talori della x ; denominati essi pertanto 
x'jx",x"', x'^ , cosicché DN = a;',l)N'=x", DN''=:j;"', 

DN'" = x'*. osservo che si ha x' :a : :a : BM = —, 

X 

ma a cagione di ABCD quadrato, e della MN=:]V1'N* 
risulta AM = AN', e però BM = DN'=:*" : dunque 

sostituendo otterremo x" = ^ , c 'però x' x = a* ; 

nella medesima maniera si truova x'"x"='s* . Siano 
ora le x', x" radici della Equazione x*-t-m'x-Hra' =o, 
e le x'",x'’' radici dell’altra x* m"x o : a 
cagione di n' — x'x", e di n” =x"' x'* , avendosi, 
n' —a*=zn”, tali Equazioni diverrano x*-*-m' x-*-fi*—o, 
x*-HArt''x-»-a*=o , e dalla moltiplicazione de’loro pri- 
mi membri il prodotto x*-t-(fn'-*~7n'')x^-*-(za*-*-m'm")x* 
a* {in' -t- m")x -*• a* , che risulta, dovendo esser© 
identico col primo membro dell’ Equazione prece- 
dentemente ottenuta , avremo m' -t* rn" == aa , 
a.a* -+- m'm" — om* — h*, a* ( m' /n") ;= 20^. D t que- 
ste Equazioni ricavasi m' m” — za , — b*; 

dunque le to', to" dovranno essere radici della E- 
quazione to* — aa/n — e quindi ottenendosi 
7/t' — a-<r\/ (a* -t- i * ) , to" ~a—\/' (t*-»-' *), l’ E'jua- 
zione risultataci dalle condizioni ile! Problema rimar- 
rà còsi spezzata nelle due x*-i-(/i-f-|/’(a“-i-(<*))x— i*=;:cJ, 

X -+- ( « — ( a*-<- A* ) ) X — b* = o . Determino . ora 

coi noti metodi le rette che uguagliano le due es- 
pressioni a-4-^(a*-t-Z<*) , a— j/'ltt'-i-i*) , ritenute per 
esse le denominazioni stabilite, eostruisoo le Equa- 
zioni X* /Tt'x — b' — o, x^ m''x — b* ~ o i Cap. 
prec. ) , e venendo così evidentemente costruita 
1’ altra x* -t- aax^ •+• ( aa* — h* ) x* -4- za^x -*• a* — o , 
avremo così risolto il proposto Problema. 

411. Scol. 6.° Nel terminar questo Capo giove- • 
rà P aggiungere rapporto ai Problemi Geometrici 
le segueuti riflessioni . 

I. Ogniqualvolta le condizioni di un Problema 


1 
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sian tali , che per esse 1’ incognita , che si ceresp^ 
può ricevere piu valori tra loro diversi ; ed ogni- 
qualvolta r E {nazione esprimente il rapporto, che 
ha uno di questi diversi valori con le quantità 
date del Prohlema , uguaglia nella forma perfetta- 
mente l’altra , o le altre Equazioni, che esprimo- 
no i rapporti con le stesse quantità date degli al- 
tri valori; in tal caso io dico, che 1’ Equazione , 
la quale ottienesi nel cercare uno de’ valori accen- 
nati , dovrà essere, generalmente parlando, di se- 
condo grado, se essi siano due ; di terzo, se siano 
tre; di quattro, se quattro ec. Chiamato difatti oc 
il valore, che si domanda, poiché la forma dòli’ E- 
quazione, che esprime il rapporto del 8 U])posto va- 
lore a. con le quantità date, è per la ipotesi iden- 
tica con la forma di ciascuna delle altre Equazio- 
ni, che esprimono i rapporti degli altri valori con 
le quantità medesime, e poiché la lettera x è affat- 
to indifferente a rajinresentare uno degli accenna- 
ti valori, piuttosto che un altro, ne seguo eviden- 
. ' temente, che dovrà rappresentare ciascunò di essi; 
e ciascuno di essi per conseguenza dovrà risultar- 
ci , mentre 1’ Equazione ottenuta si risolva . Ora 
1’ Equazione , che sciolta somministra per x due 
valori, è l’Equazione di a.® grado { n.° z^i.Alg. ), 
quella, che ne, somministra tre è 1' Equazione di d.® 
grado ( II. 297 . ,4/^. ), 1’ Equazione di 4 ® quel- 
la, che ne dà quattro ( n. ® 3o3. Alg. ) , ec. Dunque 
poste le precedenti condizioni , 1’ Equazione 'otte- 
nuta sarà, come abbiamo enunciato, di 2 .®, di 3.*, 
di 4.® grado ec. , secondo che due, tre, quattro, 
ec. sono i valori, che può acquistare l'incognita. 

II. Esem. 17 .® Tagliata per esempio sopra la 
Fig'» 55 retta indefinita ZV la parte AB , se ne voglia' se- 
gare , cominciando dal punto A un’ altra parte 
AM tale , che questa AM stia geometricamente al- 
la differenza BM , che esiste tra lei , e la porzion 
prima AB , come essa BM sta alla AB . Posta la 
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parte AB = o, osservo poter essere l’altra porzioni 
AM , die si cerca., minore in AM', e maggiore in 
AM" della AB, esistendo sempre la proporzione 
AM : BM : BM ; AB . Dumjae nel presente esempio 
r incognita può per le condizioni del Problema 
acquistar due valori : chiamato pertanto x' il pri- 
mo di essi , ossia la retta AM' , e chiamato ar" il 
secondo , cioè AM" , avremo rapporto a quello 
xiu — t'm, e però [a — x'Y—ax'^, e rapporto a 
questo x'':x" — a::x " — , e però (x''—a)*~ax". Ora 
essendo la quantità (a— jc')* df-lla stessa forma dell* 
altra (jc"— «)*, la forma dell’Equazione {a—x'i*~ax' 
esprimente la relazione della x— AM' con la «=AB 
è uguale perfettamente alla forma della Equazione 
(x"—a)*=ax" esprimente il rapporto della 4c"=AM'' 
con la a~AB. Dunque, posto invece della x'tta x, 
poiché questa lettera x e per se stessa alfitto) in- 
differente a rappresentare la x'=AM', ovvero la 
AM" , ne segue ohe sciogliendo 1’ Equazione 
= identica all’altra (z— a)*=:ax, dovremo 
per X òttenere due valori, cioè i due x' , x” , e 
per conseguenza dovrà essa Equazione, come ab- 
biamo precedentemente osservato, ascendere al se- 
condo grado . 

III. Vogliasi ora sciorre 1* esposto Problema 
{prec. II) ponendo che la proporzione debba esse- 
re aritmetica , cioè che debba essere AM.MBrMB.AB. 
Ancora in questa ipòtesi la AM potendo essere 
maggiore, e minore della AB, potrà acquistar due 
valori, cioè i due AM', AM", e ritenuto chiamarsi 
X il primo, x" il secondo, avremo in corrispon- 
denza x'. a—x' : a — x'.o, x". x"~ a : x"— « . a. . Ora 
queste due proporzioni ci danno a(u — x') = o-t-x', 
a ( x" — a ) = a -4- x" , ed a cagione della quantità 
a(rt— x') di forma diversa dalla forma della a(x'—a) 
= — t(a— x"), tali due Equazioni esprimenti rispet- 
tivamente il iii]>poito delle x', x" con la a sono 
aucb’esse di lòuna tra loro diyorsa. Dunque esseiu 
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do la x' dipendente dalla a in un modo diverso da 
quello^ con cui ne dipende la x" , ne segue , che si 
potrà dalla a determinare il valore di ciascuna di 
questo quantità x', x indipendentemente dall* al- 
tra, e per conseguenza 1 ’ Equazione, da cui di- 
pende il valore x' , non dovendo somministrare 
che questo solo, sarà di primo grado, e così sa- 
rà di primo l’altra da cui dipende il valore x' . 

IV. II precedente Problema, tanto nella ipotesi 
del (prec Al), come in quella del (prec. Ili ), può 
dividersi in due, 1’ uno che riguarda la ricerca 
della retta ÀM, e si annuncia dicendo: dividere 
una retta data AB in media , ed estrema ragione 
geometrica ( prec. II), aritmetica (prec. IH), ossia 
])cr modo che nel primo caso si abbia AB, 
e nel secondo ^ AM'.M'B AB. L’altro Problema ri- 
guarda la ricerci della AM" sotto 1 ’ enunciato: ag- 
giungere alla data AB una retta BM" tale, che tut- 
ta la risultante AM" stia geometricamente (prec.ll), 
aritmeticamente (jorec. Ili ) alla parte aggiunta BM", 
come questa sta alla data AB . Ora la determina- 
zione della AM' nel (prec.ll) porta necessariamen- 
te seco la determinazione ancora della AM" , e vi- 
ceversa, non accadendo ciò punto nel ( prec. III. } . 
Dunque, mentre venga proposto uno de’ Problemi 
ora accennati , dovremo , nello scioglierlo , cadere, 
nel caso del (prec.ll), a risolvere anche 1’ altro, 
e quindi ottenere per esso un’ Equazione di a.* 
grado; ma nel caso del (/^rcc. III) la soluzione dell* 
uno anderà separata dalla soluzione dell’ altro , e 
non si otterrà quindi in corrispondenza , che un 
Equazione di i.® grado. 

V. Quanto si è detto nei ( prec\ I, II ) ci di- 
mostra il perchè nel risolvere i Problemi de’ ( n. 
34? ec. ^ 3 . ) sonosi ottenute delle Equazioni di 
grado 2.® , e sono queste risultate di 4.® grado ne’ 
Problemi de’ ( «.*45 ,46,4? ) • Inoltre dai ( prec. I, 
li, IV ) si vede il perchè alcune volte sciogliendo 

un 
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un Problema dato , caiiiamo a risolverne contenipo- 
ranearnente iia’ altro, o più altri diversi dal pri- 
mo; accadendo ciò ogniqualvolta le Equazioni es- 

f irimenti i rapporti delle rispettive incognite eoa 
e quantità date sono ùc’ Varii citati Problemi di 
torma eguale. Così è avvenuto nel Quesito del 
( /i.® 41 ) >'Ove però giova il riflettere , che ohiama- 
to 2' il lato del triangolo che si domanda («.“41}, 
o z" il lato delTaltro triangolo ( l.n.^^2 ), la for- 
ma dell’ Equazione esprimente il rapporto del va- 
lore 2' con la quantità data a non uguaglia già la 
forma dell’ Equazione esprimente il rapporto con 
' l i stessa a del valore 2", essendo quella z'{z'-^a) 

=2'*— a X z — «*j o questa z"{z"-<'a}zzz”*-*-a'X.2"zza* , 
ma uguaglia la forma della Equazione , che espri- 
mo la relazione con la a del valore stesso z" pre- 
sa negativamente, essendo essa —z"( — 2" — a) =2 
X • D’ onde apparisce, che la 
due vallici della a* — az=2a‘ sono 2' , — z” . 

Dai (pret:,l. III, IV.) finalmente apparisce il 
perchè in alcuni Problemi i diversi vafori, che può 
ricevere 1 ’ incognita, vengono somministrati in E- 
quazioni separate di primo grado, avendo ciò luo- 
go sempre, quando le Equazioni, che esprimono il 
rapporto degli accennati valori con le quantità da- 
te sono di forma tra loro diversa. Il Prpblema del 
(«,*a4), presa per incognita quella porzione della 
ABD , che dal punto B va al punto d’ interseca- 
zione della stessa ABD con la tangente richie- Ftg, 17 
sta, tal Problema, dissi , ammette due soluzioni, 

1 ’ una nella determinazione della BD , l’altra nel- 
la determinazione della , queste soluzioni pe- 
rò abbiamo nei ( I , II. n.® 24 ) veduto ottenersi 
separate fra loro per mezzo di due Equazioni cia- 
scuna di I.® grado ; e la ragione di ciò si è, per- 
chè, posto BD=:j;', Bdzz.x" , le Equazioni, cha 
esprimono il rapporto della x' , e, quello della 
s" con le rette date essendo in corrispondenza 
A/geò/a 6 
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■x'(a—f>)~hc,x"{a-*-fj)='/Cy Imiiio una forma tra lorai 
diversa. Che se si ^voglia tener conto della direzio- 
ne , e porre quindi negativa la Bd , perchè in di- 
rezione qp])osta alla direzione della BD già posta 
positiva ; allora si dovrà porre negativa anche la 
BL , perchè in «lirezione contraria alla direzione 
della AG positiva, e fatto quindi — Bd — — x”f 

— BL = — b, poiché si ha A7= AB — B^/=c — , 

ed AG; — BL \:Ad : —Bd, ne verrà a : — b\.c — a'":— x", 
e però x” (a-*-b)=^bc Equazione uguale alla pre- 
cedente nel caso , in cui si prescindeva dalle di- 
rezioni ( ir. w.® ) , e però tli forma sempre di- 

versa da quella della x' (a — b) — bc . 

VI. Mentre si è nel ( prec. I. ) asserito , che , 
poste le condizioni ivi accennate, l'Equazione, 
che si ricerca, deve risultare di a,®, di 3.®, ec, 
grado; abbiamo aggiunto, dover ciò accadere geae- 
raìm-^nte parlando', imperciocché squqvì de’ casi 
particolari, e questi allorché i valori della inco- 
gnita sono razionali, ne’ quali quantunque 1’ inco- 
gnita medesima abbia due, o più valori, che si 
dovrebbero insieme unire in una sola E jiiazione , pu- 
re si possono ottenere separati fra loro, e quindi ot- 
tengonsi in corrispondenza tante Equazioni , quanti 
sono i valori medesimi, iqtte di i.° grado. Con- 
duca difatti un Problema ad un’ Equazione per 
esempio di a.® grado, che in generale supporrò es- 
sere x*:fcAx=;atB^; sciolta qnesta n® vengono i 

due valori x' = ^ ^ B' ^ , x" = h= 

— |/ ± B* ^ , e posto p/ ^ ^ ± B^ ^ = C , si 

A A 

ottiene x' =qp — -t-G, x'’=q=— — , G , e però 

= C, ma essendo la 
quantità s'±À di forma diversa dalla forma del- 
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la — (a;"±A), sono tra loro di forma diversa an- 
cora le due ottenute E juazionl esprimenti i rap- 
porti delle X i x“ con le A, G. Dunque ogniqual- 
volta si cerchi la relazione di uno de’valori, x',x” 
con le A, G, potrà questa pei ( pree. Ili , IV ) ot- 
tenersi espressa da un’ Equazione non contenente 
l’altro valore, e però di i.® grado. Ora se le a;', a." 
sono razionali , allora è razionale eziandio il vaio- 


( A* \ 

— dt B* j , ed essendo questo G razio- 
nale può agevolmente venire considerato tra le 
quantità date per la soluzion del Quesito , poiché 
sono appunto le quantità , e i risultati commensu- 
rabili^ che si prendono principalmente in conside- 
razione , Dunque allor quando i valori x', x" sono 
commensurabili , potrà facilmente succedere , che i 
due , o più valori dell’incognita risultino fra loro 
disgiunti in altrettaute Equazioni di grado t.“. Pren» 
dasi per esempio il Problema del ( 36), per la 

soluzione del quale si è avuto x* — — ar-i-c* = o. 


e però x~~ ± —> c*^ A cagione di 

avendosi ivi ^ '«* 1 = ^ * 

risulta ar. ± e quindi *' =5 £L— ~ » 


— -K —, ondo si ha — fi"— — ^ 

=; — . Dunque essendo queste due Equazioni di 

forma diversa , se nel cit,* Problema si cerca il 
rapporto del valore per esempio i' con le quanti- 

\ cff • A 

tà , — corrispondenti alle — , G del preceden- 
te caso generale, potremo ottenere in oorrispon- 
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denza nn’Equazione non contenente l’altro valor# 
ac", e però di i.® grado; lo stesso si dice del va- 
lore ic" . Condotta difatti nella ( Fig. dg ) dal pun- 
to D cognito la perpendicolare DC , posto AF=x', 
e ritenute le altre denominazioni del a- 

vremOk a ; c : : c : AG= — - j a:c l’^b: DC = — ; ma ti- 
\ a ti 

Tata la MC , i due triangoli MDC , MPC essendo 

rettangoli in D, P, ed avendo i cateti MD , MP 

fra loro ugualf, e l’ ipotenusa MC comune, fan sì 

che CD=:CP . Dunque avendosi AP AC CP , 

•ara x' = — ~ , Equazione la quale non som- 

ministra che il valore x' , ed è quindi di i.® gra- 
do, Posto AQ~x” , se si fosse cercato nella stes- 
sa guisa questo valore , sarebbesi in egual modo 

òc 

ottenuta l’Equazione di r.® grado , 

^i moltiplichi numeratore, e denominatore del 

« . 1 c* bc c(c — b) T 

valore x = — — — = - - per crt-o, e numeratore, • 

a « « * 

donominatore dell’altro 1 "*‘— per c— i 

a OL . a 


ne verrà 


«(c-t-tij * a{c — b) 


e però a cagiono 


. ffC' t f oc • 

di c^-^b*=a* , avremo x = , x = . In 

conseguenza di queste riduzioni essendosi pei valo- 
ri x' , x" ottenute delle altre espressioni fra loro 
diverse, ne segue, che se fra le rette della (Fig.3yl 
si eseguiranno dei raziocinii , e dei rapporti , i qua-, 
li conducano alle espressioni accennate ; anche in 
allora si otterranno i valori o:‘, x" disgiunti Ira loro 
per due Equazioni di grado i.® Riguardo difatti .al 

valore osserviamo aversi a ; è::»';PM=; MD 
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* ( 

ma a ic'.:a — x' : MD ; dunque sarà «' = 


SÈ 


c-f A 


nel modo stesso si trova x" — 




Dalla osser» 


vazione fatta tìel presente caso particolare appa- 
risce 5 che anche in generale > ogniqualvolta lo 

espressioni x^ zz -t-G, a;” — =p-^j — C pos- 

sono ricevere > siccome le precedenti^ altre forme di- 
verse, sempre i raziocini! , e le relazioni , che con- 
ducono a simili forme potranno somministrare i va- 
lori dell' incognita separati fra loro . 

Ottenuto il valore a:' =: :j: -t- C , mentre si 

sappia essere C = [/' , rimarrà tosto de- 

t^minato anche il valore x" , bastando perciò cam- 

A ' 

tiare il segno alla C, ed avendosi cosi x"=:+: — — G . 
Nel supposto caso particolare ritrovato il valor* 
a;' = ^ , poiché si vede essere ^ = DG , ed 

insieme DC=:|/'(^*— AD ) nj/ ^ ^ — c’ ^ , onde 

diremo esistere realmente 


un 


c* he 

altro valore della ar , ed essere questo • 

Che se si fosse determinato uno di tali valori espres- 
so con l’altra forma sovraindicata , per esempio il 

valore x' =: ; ' allora non sarà così facile il de- 

C-f-6 ' 

durre da questo ^ e determinare 1* altr* valer* 
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x" ; converrebbe perciò ridurre prima 1 * e- 


spreisione a^’ altra ~ — ~ dicendo zi 


he 


a*c cfc>— //*) c(c — h) he 

«(c4 b) ~ ~ a ~ a a * 

seguire la precedente osservazione » 


e poscia 

, he 
che — 


e- 



. In fine osservo» che dal valore x' — 


ac 

c-f-i 


£ 1 /^ 

ottienesi l’altro x" — cambiando il segno al- 

la b , oppure alla c, e non si ottiene cangiandolo al- 
la a ; e perchè ciò ? Per risjìondere a questa do- 
manda , si rifletta, che essendo i due valori x', x" 

c* he 

contenuti nella espressione dall’ uno sHfiI* 

cava l’altro, mentre nel tempo stesso si cambi il 
segno del termine — , e rimanga lo stesso quello 

gt 

del termine — ; ora questo cambiamento riguardo 

al termine ~ , e questa simultanea permanenza 

riguardo all’ altro 1_ ha bensì luogo mentre si mu- 
ti il segno della b , ovvero della c , ma non già 
mentre si cangi il segno della a . Dunque ec. 

VII. Nel Problema del ( n.* 26 ) possono aver 
successivamente luogo infiniti casi diversi ; per la 
loro determinazione però non si ottengono in cor- 
rispondenza che tante Equazioni tutte di 1.® gra- 
do , e ciò per la solita ragione dei {/?rcc.» Ili, IV, V). 
L’andamento poi costante , che hanno simili Equa- 
aioni, per cui possono venire assoggettate ad «ma 


ì 
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determinata lepge , fa sì ohe possono esse tutte ve- 
nire espresse dalle forinole n;euerali del (VI. 26) . 

Vili. Osservando i Proljleini de’ ( n.° aó , 4 -^) , 
voilesi che la soluzione loro completa non viene 
già compresa^ siccome quella degli altri sovraespo- 
sti Problemi , in una sola Equazione , ma bensì in 
due aventi per incognite due rette tra loro diver- 
se; e la ragione di ({iiesto vedesi dipendere da ciò, 
che il valore dell’ area ivi proposta a dividersi è 
determinato non da una sola , ina da più rette fra 
loro diverse , ciascuna delle quali essendo, per la 
limitazione della (igura , supposta di una lunghezza 
limitata, non può somministrare il valore della in- 
cognita , che sotto un determinato valore della ra- 
gione m:n . 


C APO V. 


Delle Equazioni indeterminate a due variaJnU 
applicate alla Geometria, e delle linee 
del 1 Ordine . > 


49* Esem. 18.® JL'ata la retta AB = ag formare Fig. 56 
su d’essa un triangolo rettangolo, di cui la AB sia 
1’ ipotenusa. 

Sol. Sia AMB il triangolo che si domanda ret- 
tangolo in M; dal vertice si abbassi sulla AB la 
perpendicolare MP, e facciamo AP=:x , PAfcj" ; ne 
verrà AP : PM : : PIVI : PB , ossia x:y:'.y’.ig — x, 
e peto y* = agx — x“ . Ora dalle condizioni del 
Problema non possiamo ricavare altra Equazione, 
e frattanto 1’ ottenuta ha due incognite x , y \ 
dunque ripetendo quanto si disse nel ( n.® 147. 

Alg. ) il Problema proposto si troverà essere in- 
determinato , ed avrà perciò un’ infinità di solu- 
ai«ni . Supponghiamo pertanto cb« la m divenga sue- 


Digitized by Google 



ss Ai>itndice at.l’ Ai.r.EBhA 

cossi v.imcnte ~ Ab , Ac, Al’, Ai/, Ae , ec. , sosti» , 
tiiemlo questi valori nella otterremo 

jr=|/(a^XAZ»— A/>*), r=iX(2”XAr— Ac») , 

J=ì/' ( A P— A 1 ’» ) , ( 2 -X Ai^~ A</») , 

y=q/(25XAc— Ae“) , ec. , 

e iletorminale coi inctoiii accennati le rette corri- 
snonilenti a questi valori della , s’innalzino esse 
perpendicolarmente dalle cstrentitìi J , c, P ,d ,e ,ec. 
delle X, e tali siano le bh , ck , PM ; dm, en , ec. 

Ciò fatto, dupli estremi // , k, M, m, n, ec. con- 
ducansi le rette fi A, fiB ; kA, /rB ; MA, MB ; mA, mB \ 
ec. ; si verranno co«i a formare tanti triangoli 
AAB, AkB, AMB, Ao»B, ec. rettangoli in A , !c, M, rn, ec. 
e avremo per conseguenza tante soluzioni del Pro- 
blema proposto . 

Ora queste non sono che alcune delle soluzio- 
ni ; affine di averle tutte, sì sup[.onga che la x 
vada continuamente acfinistaiido lutti i valori pos- 
sibili cominciando dallo zero all’ infinito, e che 
questi si vadano successivamente sostituendo nella 
/ >•=: |/(2gx— 2») , finché la x è positiva , ed è non 
>2«-, la y essendo reale, anderà acquistando suc- 
cessivamente altrettanti valori,, e le r».tti; a questi 
corri spoTidenti applicate perpendicolarmente all’ e- 
stremità di ciasenna x, ci daranno co’ Imo estremi 
tutte le soluzioni richieste . Ma variando continua- 
mente il valore della x, c però quello della ag*— a; 
•varia continnamente anche il valore dell’ area 
tr(2g — x)~y^ : c variando continuamente il valor del 
quadrato y* , varia conlinnatainenle eziandio il va- 
lore del suo lato y . Dunque ai valori continuati 
della X corrispomlendo valori della y continuati , 
verranno quésti già descritti a costituire una linea 
coniinnata, la dcscrizion della quale ci darà per 
conseguenza la soluzione completa del nostro Pro- 
57 blerea. Descrivasi pertanto sulla AB, come sa dia- 
metro la circonferenz.a AMEN . Da qualunque pun- 
to M di questa si abbassi la perpendicolare MP , • 
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»ì coHilncano le rette MA, MB, noi aBlnarrto sem- 
pre per le proprietà del circolo AP : PM : PM ‘ PB , 

-e l’angolo AMB retto. Diinqile la circonferenza de- 
scritta soddisfarà compiatanieate a 'quanto è stato 
richiesto . 

50. Scol. I.® Ogniqualvolta giungiamo ad una 
sola Equazione con due incognite, il Problema* 
siccome nel caso precedente, riescendo indetermina- 
to , arametterà generalmente infinite soluzioni , t 
quella linea, la quale, come il circolo preceden- 
te , passa per tutti gli estremi delle y , essa scio- 
glierà pienamente il Problema. Ora la forma, e la 
natura di questa linea è chiaro che dipende totaU 
mente dalla varia lunghezza , e posizion delle y ; 
ma questa varia lnng!iezza> e posizion delle y non 
può che dipendere dalla Equazione indeterminata* 
a cui conduce il Problema . Dunque anche la no^ 
stra linea dipenderà totalmente dalla Équaziono 
suddetta , e potrem dire per conseguenza * che vie* 
ne rappresentata , ed espressa da Una tale Equa» 
ìzione V 

51. Cor, Poiché adunque tìn’ Equazione inde- 
terminata fra due incognite ci dà non solo la sola» 
zione del Problema corrispondente , ma ci sommi- 
nistra di più la forma , e la natura di una linea j 
quindi è che i Matematici spingendo lìlteriormen- 
te le loro considerazioni fanno uso di simili Equa- 
zioni non tanto per la soluzione degli accennati 
Problemi , ma molto più per determinare l’indole, 
c le proprietà delle linee diverse ; e affine di ciò 
eseguire han convenuto di assegnare dapprima 1* 
seguenti denominazioni . 

5a. Def.- i. Sia perciò nn’ Equazione indeter* 
minata fra le x, jr, e la (Fig. 58) rappresenti la Fig. 5S 
linea , che le corrisponde ; sulla retta data ZV pren- 
dansi cominciando da A i successivi valori della x 
( 4o ) > e da questi si conducano perpendicolar- 
xneute le rette che uguagliano ì diversi valori del- 

/ 
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la y. C iafinliè questi valori x , r sono nella Equa- 
zione infleterininati , e vanno nella ligura flelermi- 
nanilosi successivamente , continuamente variando ; 
esse X, j', piuttosto die incognite, soglionsi chiama- 
re indeterminate, o variabili. Le rette poi AP , 
ec. , che principiando da A preiidonsi sulla ZV , e 
die esprimono i valori della x , chiama usi Ascisse, 
dicendosi Linea , o Axse delle Ascisse la ZV ; e le 
rette PM , pm , ec. , che esprimendo i valori del- 
la j si conducono parallele fra loro dall’ estremità 
di ciascun Ascissa fino ad incontrare la supposta 
nxMAN/ij si chiamano ordinate, nominandosi Linea, 
od Asse delle ordinata la retta XY tirata pel punto 
A a questo parallela . 

Poste pel (IV. 77.® 5 ) positive le ascisse che scor- 
rono alla destra del punto A , e positive le ordina- 
te die si estendono al diso[)ia della ZV, saranno 
negative tanto le ascisse , come le ordinate , men- 
tre si estendano quelle alla sinistra del punto A, 
e queste al disotto della ZV. 

II. Gol nome di coordinate intendiamo un ascis- 
sa qualunque per esempio la AP congiunta alla sua 
ordinata corrispondente PM . 

III. Affine di prendere la cosa o più vantaggio- 
samente alle circostanze , o più generalmente pon- 
gono i Geometri l’angolo, che fanno tra loro le 
coordinate , non già sempre retto , come nelle pre- 
cedenti osservazioni , ma lo pongono ancora obhli- 
qno , e di una determinata grandezza , oppure lo 
considerano qualunque , sia esso retto , od obbli- 
qno, purché rimanga costante rapporto a tutte le 
coordinate , ónde le ordinate risultino tutte fra lo- 
ro parallele (/?rcc. I) . Se poi l’ indicato angolo si fac- 
cia retto, allora le coordinate diconsi rettangole ^ 
od ortotgonali , e si dicono esse obblique ; mentre si 
ponga obbliquo l’ angolo medesimo . 

53. Probi. Il® Determinare la linea, che di- 
pende dall’ Equazione ay = hx . 
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.■ Sol. Presa la ZV per linea di ascisse» e snpjiostd Fig* ^9 
cTie esse incomincino dal punto A, potrei come nel 
4<j) attribuire alla x dei successivi valori, sostitui- 
re questi nella ay—hvj condum! sotto 1’ angolo dato 
delle coordinate, che per ora sdpporrò retto, ed all’ 
estremità di ciascun valore della x i valori cor- 
rispondenti della V , e ciò fatto , le estremità del- 
le ordinate ci darebbero la linea, che si domanda. 

Ma in pratica essendo impossibile di tutti determi- 
nare i valori *continuati della e di condurre tut- 
te le ordinate corrispondenti , quindi è che il me- 
todo accennato non può giammai esibirci con esat- 
tezza la linea richiesta , ed è perciò necessario il 
ricorrere ad altro mezzo. L’Equazione medesima 
ay — hx facilmente ce lo somministra; imperciocché 
avendosi da essa a:h'.:x •. y, osservo che la linea, 
che si cerca, dev’esse tale, che qualunque ascissa a; 
abbia alla sua ordinatay la ragione costante di a : ò 
Ora se sulla ZV prendiamo la porzione AD=a, dal 
punto D innalziamo la perpendicolare DE=ò , e pei 
punti A , E conduciamo la retta indefinita MAN, 
questa è appunto tale., che presa un’ascissa qua- 
lunque AP::;x , e tirata la corrispondente ordinata 
PM , ci dà AD : DE : : AP : PM , ossia a:h :: x : PM . 
Dunque questa ordinata PM non potendo che esse- 
re la y della proporzion precedente a’.bi'.x'.y. 
e però della Equazione data ayzxbx , ne viene , che 
la descritta MAN sarà appunto la linea espressa 
della Equazione ayxdbx , ossia quella linea , ch« 
passa per tutte le estremità delle y . 

Non essendo la AMN che una retta, ne viene,’ 
che una retta sarà là linea , che dipende dalla sup- 
posta ayzzhx , 

54. Scol. 2.** Supponghiamo che nella ayzzhx ^ 

ossia y facciasi a:=o , ne verrà y=zo , dunque 

nel punto A ove incominciano le ascisse , ed ove 
per conseguenza la lunghezza della ascissa è zero,' 
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anche 1’ ordinata sarà zero , e |>erò il ponto cor- 
rispoildcnte della MAN essendo zero distarile dalla 
linea ZV , «lovrà cadere sn di essa in A , cotne di-* 
fiuti succede , intersecandosi in tal punto le due 
rette ZV, MAN: vada ora la * aulnentandosi i è 


«hiaro che anche 


la y x: 


andcrìi corrisponden- 


temente crescendo, e aumentandosi quella all’infi- 
nito, si aumenterà all’infinito anclie^questil. Dun- 
que quanto più ci allontaniamo dal punto A verso 
V , tanto più si discostano fra di loro le MAN , 
2V . Per determinare i che cosa succeda dalla parte 
delle ascisse negative j ponghiamo — a: ih luogo del 

la x; risultando àyz± — vedesi che le Ordina- 


te « le quali estendonsi da A verso Z divengono ne- 
gative , ed uguali in Innghezia corrispondentemen- 
te alle ordinate che esistono da A verso V ; dun- 
que quella porzione della MAN , che corrispondo 
alle ascisse negative -, cioè la porzione AN , scorre- 
rà al disotto della AZ , e sarà uguale alla porziou®- 
AM corrispondente alle ascisse positive. Tutto qne- 
ato vedesi essere consentaneo alle proprietà che si 
conoscono della linea retta . 

55. Scoi. Da questo caso particolàre passia- 
mo a considerare l’Equazione generale indetermi- 
nata di I;® gra^o, cioè la in cui i coef- 

ficienti a, by c possono essere qunlsivogliono , « 
positivi, o negativi, o zero. 

Pel (II. n.° 17 ) si consideri la c moltiplicata 
per quella retta , che si pone = i ( n.® i ) , e sup- 
porremo, che in avvenire abbia sempre luogo una 
tale considerazione , ogniqualvolta vengano propo- 
ste delle Equazioni fra quantità geometriche , ia 
cui siano disuguali le dimensioni dei termini , ve- 
nendo queste in tal modo uguagliate dalla retta 
uuità . 


l 
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I, Cominciamo dal porre i coefficienti a, b, € 

positivi , e riilnciamo la ay c alla forma 

y z=.b . Ciò fatto , suppongo x-t'-y = = , 

sostituisco j e otterremo ayxxbz. Ora ponendo z. Io 
ascisse, y le onfinate, la linea della ayxzbz altro 
non è che la MAN del ( 5o ) ( Fig. Sp ) ; qual 
dilTerenza aduntfue passerà fra questa MAN, e U 
linea coiTÌspondente all»' «7=5a:-«-c ? Prendasi sulla 

ZV la porzione AB r: -y , ne verrà ^P=5AP— AB 

z=:z—-r-, ma dalla x-t^-r-= z aMiiamo anche x=3 
0 0 

a ^ ; dunque sarà BP=:x ; ora la x altro non 

esprime che le ascisse della data ay — hx-^c \ dun- 
que tale Equazione ci darà una linea, di cui le 
ascisse sono le BP , B/?, eo. , e le ordinate le stes- 
se PiM, P/», ec. della ayzxbz : ma gli estremi M , m ec., 
quelli sono che propriamente determinano la linea, 
clic si cerca («.®4g), e questi frattanto sono per- 
fettamente nella stessa posizione , si mentre le or- 
dinate dipendono dalla ayzzbz, che mentre nascono 
dalla ; dunque amendue queste Equazioni 

ci esprimeranno la medesima MAN con la sola dif- 
ferenza, che la aynbz ha il suo principio d’ascissa 
in A, ove la MAN taglia la ZV, e le ascisse della 
ay^bx-¥-c principiano dal punto B collocato alla de- 
stra , e lontano dal punto d’ intersecazione A della 

distanza AB = — . Nulla dunque influendo una 

simile differenza nella natura della MAN, quindi 
ne viene , che anche la ayxzbx-^c esprime la stessa 
linea retta della Equazione prec. { n.° 53). 

II. Prendasi alla sinistra di A la porzione 

AC=AB i poiché AB verrà CP—CA-hAP 

t 
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C • 

~ z ; >na se ay~hx — c sia 1’ Equazione pro- 


posta 5 facendo ay^b ^ x — , ed * — z , 

no viene ayzxhz , cd x = z j dunque risultan- 


do CP=a:, ripetuto il discorso precedente, si ri- 
trova che la ay~bx—'C ci sommi nistra la medesima 
MAN avente però il principio delle ascisse in G 
alla sinistra j e alla distanza da A della porzione 

C ' 

CA=-^. 


Ili, Oltre la c, sia negativa anche la b , pnd« 
abbiasi ayzzr—Vx—c . Risultando ayzx.—h ^ x -t- ^ 

ne verrà ay=z—bz , fatto x -h Giacché in que- 

sto caso il coefficiente —b è negativo, presa sull* 
Fig, óoasse ZV , come nel ( n.° 53 ) la porzione AD = /z, 
si conduca al disotto del punto D la perpendicola- 
re DE=:;6 , e pei punti A , E si tiri la MAN ; que- 
sta retta MAN , è facile il vedere , ripetuti i pre- 
cedenti discorsi , che sarà la linea della suppo- 
sta Equazione ay =: — bx — c y col prendersi pe- 
rò il principio delle ascisse a; iniD , e fatto AB 

=; , Tutta la differenza adunque delle linee di- 

pendenti dalle due Equazioni ayzzbx-*^c , ay—-^bx—c 
consiste in ciò , che mentre la prima NAM (Fig. 5q) 
taglia la ZV obbliquamente dal basso all'alto, Faì- 
tra NAM ( Fig. 6o ) viceversa 1» taglia in modo si- 
mile dall* alto al basso . 

56. Scoi, 4-® I* Consideriamo presentemente 
valori dei coefficienti c\ e in primo luogo 

rapporto alla c , vedesi chiaramente , che il sup- 
porre questa « maggiore , e minor* in altro non 
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influisce, se non nel portare più vicino, o più 
lontano dal punto di intersecazione A il principio 
delle ascisse B, cosicché se sia c — o, allora dive- 
nendo AB=o , le ascisse incominciano dallo stesso 
punto A j liattanto poi la MAN resta sempre la me- 
desima, e nella medesima posizione. 

II. Vada cangiandosi la S; al crescere, o al di- * 

minuirsi di questa anderà aumentandosi , o sceman- 
dosi in lunghezza la DE ; e per conseguenza ande- 
rà scemando, o crescendo l’ inclinazione della NAM 
sulla ZV, che se si faccia h-=zo, la Equazione 

ny—bx-^c divenendo y =z qualunque valore 

si attribuisca alla x, si avrà costantemente y , 

poiché sempre ne viene oXo^==o , S’innalzino pertan- Fig. 6i 
to sulla ZV le ordinate PM , pm ^ ec. ciascuna 

= ~ ; è evidente che la NAM dovrà risultare pa- 
rallela alla ZV ; e per conseguenza l’ Equazione 
Xa'-t-c , ossia ay~c esprimerà una retta paralle** 

}a alla linea delle ascisse, che potremo agevolmen-i 
te determinare innalzando dal principio delle ascis- 
se B una perpendicolare BA ~~ • Suppongasi ora 
che la c vada scemando ; diminuendosi corrispon- 
dentemente la BA , e ciascuna y =z , ]a paral- 
lela NAM si accosterà sempre più alla ZV , cosic- 
ché se diventi c — o, tali divenendo pure le BA, 

PM , ec, la NAM si confonderà con la ZV, e però 
r Equazione ay=o , ovvero y—o ci rappresenterà la 
linea medésima delle ascisse ZV . 

Ili, Finalmente supponghiamo che gli anmenti , 
o le diminuzioni si facciano sulla a; anderà perciò Fig, Sq, 6o 
crescendo, o calando la AD ( Fig, 5q. Co ) , e quin- 
ci la NAM si anderà sempre più, o meno inclinan- 
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do alla ZV . S apjiougiiiaino che si faccia tt~o , il 
punto D auder.i in rjueàto caso a cadere sa di A ; 
ma il punto E è coimine ad aineudue lo AE, DE , 
diiiKjuc queste AE , DE anderanno a coiacidere. in-» 
sieinc , e poiché por la ipotesi ( n° 5 a ) la DE ò 
perpendicolare alla ZV, tale sarà pur anche la AE » 
Fig* 6a ossia la NAIVI , come nella ( Fig. ha), ove per con- 
seguenza la linea NAM verrà espressa dalla Equa- 
■ zione oXj=:<&-r-*-c , ovvero , ed ove non si 

avrà che l’unica ascissa BA=:a:=:: — ^ . Se poi sia 

anche c=o , il punto B caderà sopra A , e la linea 
NAM non sarà else 1’ asse delle ordinate , il quale 
perciò verrà espresso dalla Equazione a— o . 

57. Scol. 5 .® I.® Vogliasi ora l’angolo tlcilc cocrr- 
dinate non retto ( Ut. n.® 5 s ) , e posto esso ia gene- 
rale di h gradi , si voglia determinare (juale in 
questa ipotesi sia la linea della Equazione ay =: 

’ l>x c . 

Fig. 63 Presa perciò sulla linea d’ ascisse ZV la por- 
zione AD zza, conducasi dal punto D la DEzzA 
per modo, che risulti di h gradi l’angolo ADE; e 
poscia pei punti A , E si tiri la NAM ; condotta 
un ordinata qualunque PM parallela a DE, poiché 
risulta AD : DE : : AP : PM , si dimostra come nei 
[n. prec.) , che la retta NAM è la linea richiesta , 
II. Dnti(|ue qualunque siansi i coefficienti del- 
la oyzz/^x-*-c, e qualunque 1’ ajigolo fra le ordi- 
nate , e le ascisse , la linea, che da essa risulta, è 
sempre una retta o parallela, o perpendicolare, oil 
olihliqua alla linea delle ascisse . Dunque chiaman- 
dosi linea di i.° ordine , 0 ^rado quella che dipen- 
de da un’ Equazione indeterminata del grado i'®^ 
linea del 2.® ordine , o grado quella , che na- 
sce da un’ Equazione indeterminata di 2.® grado , 
e cosi di seguito , ne segue che le linee del pri- 
mo ordine uoa sono mai cho tante lince rette. 

5 ». 
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- 38 . Prahl. 12.® La precoilento retta MN della Fig. 63 
E<{uazÌQiio ay ^ òm •+> c giù riterita alla linea di 
ascisse ZV, ed in cui lo coordinate BP=r, PM^r, 
fanno tra loro 1 ’ angolo h { I. n.° prec. ) , li voglia 
ora riferire ad una nuova linea d’ ascisse XY data 
essa pure di posizione, © stabilito in G il princi- 
pio delle nuovo ascisse, si ^voglia, che lo nuovo 
coordinate GQ , QM facciano tra di loro un de- 
teruìiuato angolo k , 

Sol, Condotti dai punti G, Q, le CI, QL, CF, 

QK parallele rispettivamente alle ZV , MP, osser- 
vo, che essendo cogniti gli angoli h,hy cogniti i 
punti B, G , e cognita la posiziono , e però la 
mutua inclinazione tra loro delle ZV , XY , dcg- 
giono essere note le rette BF , FC , c noti gli an- 
^ goli di amendue i triangoli QCH, MQL, onde co- 
gniti risultano i rapporti de* loro lati. Posto dun- 
que = FG=;e, CQ:CH:; 1 :/, CQ:QH::i:-, 

QM : QL ; : I : * , QM : ML ; i ; / , e posto C'Q=: 3 , 

QM = «, poiché si ricava CH = FK=2yì, QH = LI =3 
ez , QL 3= KP 33 iu , ML =r ja , ed ahiamo jr = BP =3 
BF ■♦•FK -*■ KP , yz=. PM 3: PI IL LM , no verrà 

X , y=r e -f-gs -s-y'u , 

e per conseguenza la Equazione della data linea 
retta alle nuove coordin.itc sara la 

a ( c-*-g 3 - 4 -/// ) 3= ò ( d-^fz -t- m ) -t- c . 

S9. Scoi. 7.® I. L’ esposta trasformazione delle 
•ooinlìnate è adatto generale , e da essa sì possono 
agevolmente dedurre tutte le particolari . Difatti se 
si voglia ohe il punto C coincida col punto B, al- 
lora risultando dzzzo, ezx.o, si avrà _ 

y^zgz-t-fu , e quindi a( gz -*^ju)zsb { fz-t„ru) 
sarà l’Equazione richiesta. Se si ponga la XY pa- 
rallela alla ZV ; poiché allora si ha QH =3 o indi- 
pondenteinonte dalla z , e si ha CHzsCQ , dovrà 
essere gzzo , f— r, onde xzxd,^z-*^iu , yzse~¥» /it^ 

0 però a{e-^ju)'^b (d-t-z-t-ia ) -*- c; fi nel caso 
Algebra 7 
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della XT parallela alla MP avendosi CH ~ n , 
CQ=QH, sarày=:o, ^ = i , e quindi x—d-*-iUf 
y—s-^z-y-ju, ed a[e-^z-^ju\zz.b [d in] -+- c . 
Clic se si voglia , che cadendo il punto C in B , 
la XY combaci con la prima linea di ascisse, cioè 
con la ZV, o con il primo asse delle ordinate 
(n.°52);nel primo di questi due casi avremo evi- 
dentemente x~z-*-iu , yxzju, ed aju~ ^ (r-A-/«) •+• c , 
e nel secondo x — iu, jp = 3-»-y«, onde tì(z-+-y’«)=: 
biu^c : e se in questo caso secondo si chieggano 
inoltre le nuove ordinate parallele alle prime ascis- 
se , risultando in corrispondenza ancora 
si avrà x— ii , y — z , e quindi azxihu’^c . Se fi- 
nalmente si voglia, che la nuova linea di ascisse 
XY invece di scorrere come nella ( Fig. 63 ) dal 
Lasso all’alto, scorra dall’alto al Lasso, oppure se 
si voglia che il punto B, o le nuove ordinate IWQ 
invece di esistere alla sinistra, quello di G , e 
queste delle MP ne esistano al contrario alla destra; 
è facile a vedersi, che anche in queste ipotesi si 
otterrà il chiesto cangiamento di coordinate , men- 
tre nei valori delle x , y precedentemente truovati 
si cambiino opportunamente i segui ai diversi ter- 
mini • 

li. Poiché l'esposta trasformazione delle coor- 
dinate è affatto indipendente dalla linea MN ; ne 
segue che essa avrà sempre luogo qualunque altra 
siasi la linea, o retta, o curva, che viene propo- 
sta . 

I 


I 
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CAPO VL 


Della risoluzione dei Problemi Geometrici 
indeterminati dipendenti soltanto dalla linea 
retta j e dal circolo , 


6 0. Esrm, iq.®Dato un angolo GAF, ritrovare Fig. 64 
un punto M , da cui conducendo sul lato AF la 

retta MP parallela all’ altro lato AG , risulti 
AP H-PAIrzad nna retta data BC_. 

Sol. Supposto BC , AP =: a: , PM := y , le 
condizioni del Problema ci daranno soltanto ; 

• Dunque iniinìti sono i punti che vi soddisfan- 
no , e avendosi yzza-~x , essi tutti si ritroveran- 
no su di una retta ( ;/.® 5 R ) . Affine di ottene- 
re questo luogo geometrico ^ prendo sui Iati 

AF, AG, le due porzioni AD, AE , ciascuna 
foniliuo pei punti D, E, l’indefinita RS, e questa 
sarà la retta cercata . 'filale difatti sulla AF, presa 
roiue linea d’ ascisse , le ordinate AIP parallele ad 

AG, avremo DP : PM : : AD : AE , e però a cagione 
di AD=AE=:a, AP;:::x, PM=jp, avremo ytiza—x. 

Dunque , ec. ' . 

61. Esem. 30.® Supposto un triangolo ABC tro» Fig. 65 
vare un punto M, tVa cui abbassando sui tre lati' 

le tre perpendicolari MP, ÀIQ , MR, risulti la loro 
somma uguale all’altezza CD. 

Sol. Ponghiamo CD=a, CB=&, AB — c, AC=^/, 
ADrse, DBzzy, e supposto dal punto M, che si 
cerca, abbassale le perpendicolari MP , MQ , MR , 
pougbiamo CP=ar, PM=^. Avendgsi CD;CB:tGP;GF 

» 


i 
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— ; CD : DB : : CP : PF= 


e pero 


cu « CD 

MF=MP-PF = y , 


;A 

a 


e con- 


dotta da M la ME parallela alla AB risiillaiulo 
CB:BD:;MF:FE = ne verrà 

Cij ab 


MQ = ED= CD - CF - FE=3 a - — - 

» ab 

= -t- (T — _ a^b—a^x—afy _ oh—ar -fy. 

ub ‘tìì ^ J, 

MR=CD-MQ-PM=a-j-^(^^^ 

Ora, condotte dal punto Maitre angoli A, B, C le 
MA, MB, MC , ne vengono i tre triangoli AMB , 
AMC , BMC, la somma ile’qnali =z ACB . Duncjne 
essendo ABxMQ-f-ACxMR^-BCxMP = ABxCD , ot- 
terremo c X .!Z ^ ^ by ^ a$ , 


t 


t riducendo ‘ 

a (rZ— c )x— (£( <i — J) -+'/'(c fZ) ) jr: 0 . 

Non potendosi dai dati ricavare altra Equazione , 
il Problema sarà indeterminato , e per averne il 
corrispondente luogo geometrico divisa 1’ Equazio- 
ne ottenuta per a, ricerco il valore dei coefficien^ 

ti d — c, , e chiamato il primo vi, 

a 

n il secondo , onde risulti 1* Equazione wx— r?/=o, 
66 sul lato CB del dato triangolo prendo la por- 
zione CG = n , innalzo da G la perpendicolar* 
GH = m, e pei punti C , H tiro P indefinita ST ^ 
Essendo questa retta il luogo della mr*-/7j = o , 
da qualunque suo punto M si abbassino le tre per- 
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pemlioolari MP, MQ, MR, ne verrà sempre la lore 
suintiia =: CD . 

f)ì. Scoi. I.® I. Nell’Esempio del ( «,® 6o ) po- 
tendosi la RS prolungare all’ infinito da una par- 
te, e dall’altra, vedesi che la x, e la y si aumen- 
teranno esse pure all’ infinito ; ciò non pertanto 
avremo sempre la somma delle coordinate = (t 
( n.° prec.). Im])ercioccliè se prendasi sulla RS al 
disopra di AG ad una distanza qualunque un pun- 
to R , condotta 1’ ordinata RQ , risultando 1’ ascis- 
sa AQrr— X , avremo y — x = a; e se si prenda al 
disotto di AF sulla RS un qualsivoglia punto H , 
tirata l’ordinata HF , questa divien negativa, e a- 
vremo per conseguenza x — y—a . Svanisce adun- 
que sì nell’un caso, che nell’ altro 1’ apparente 
clilfiooltà . 

II. Col prolungarsi nell’Esempio del ( w.® 6i ) 
della ST indefinitamente, anche i suoi punti fuori 
del triangolo dovranno sciogliere il Problema ; ma 
per riconoscere come ciò j'ossa succedere , prolun- 
gate da tutte le parti i tre lati AB, AC, BC, si os- 
servi , come facemmo nel {prec.l), che essendosi 
considerate positive le tre perpendicolari MP , MQ, 

MR , mentre cadono entro dei tre lati si dovranno 
prendere negative , allorché cadono nella parte lo- 
ro opposta . 

III. Se il triangolo dato (n°.6t) sia equilatere, aven- 
dosi b ~ c d, la Equazione ottenuta ^diverrà 
o = o; dunque replicato quanto si disse nel Proble- 
ma del (n.® 2 a), vedesi che tutti i ponti del pia- 
no, su cui è descritto il triangolo, sciorranno il 
nostro Problema . Clie se il triangolo sia isoscele , 
coll’essere il Iato AB=AC; allora l’ Equazione ri- 
sultataci divenendo y = o ; pel ( II. n.° 56) col terzo 
lato disuguale si combacerà il luogo geometrico che 
risolve il Problema. 

(ìi. Esemp. 21 .® Supposte due rette DB, ON Fij. 
fra loro perpendicolari , determinare un punto M, 
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da cui condiicendo una retta MN , la quale passi 
jier un dato punto A della DB , vada essa ad i ncoulPare 
la ON , e producasi quindi AMXAN = AD* . 

Sol. Poiclic il punto A è dato , ponghiamo 
DA = a , e dal punto M , che si cerca , tirate la 
MN , che passi pel ]mnto A, e la perpendicolare 
MP, ponghiamo AP = x , PÀI=j. Essendo AM = 

Ar X 


per la condizion del Problema j otterremo 
_ {/ ( X* j» ) ^ = <^*j e però a(z*-f-y*) = a*a; 




e finalménte j* — aa;— ar*. Ora l’Equazione avuta 
presentemente esprime un circolo del raggio — 

(re.® 49). Dunque, presa la AC=-|- ^ e descritto 

col' centro C , e raggio CA il circolo corrisponden- 
te , ttìtti i punti della sua circonferenza AMBE 
sciorranno il Problema . 

• 63 64. Usem. aa.° Dati i due punti A, B, ritrovar 

^ tutti i punti M, a cui conducendo le rette AM, BM 
sia sempre AM :BM nella ragion costante di * 
Sol. Congiunti i punti dati con la AB , sia 
AB=a, e da M abbassata la perpendicolare MP, sia 
AP=ar, PM=j. Risultando PB=a— j: , AM=|/(x*-i-V^) , 
= avremo pel richiesto dal Pro- 
blema e perciò 

-H ny» = (a - my- , e finalmente 

aoTO* ^ 

y ~ *“ R»— TO» ® — a:* . 

Ritrovo ora il valore di questi coeflBcIeqti , e snp- 

ponghiamo = d ; sostituendo 
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ne verrà =: — dx — x' ; per costruire queste 

Equazione la riduco alla forma y ®=— ^ ^ 

■4-^-+-c* = — -f- 6* ^ , e supposto 


tr 


a 


- r 


= otterremo jy* = — 2 * 


Prendasi alla sinistra di A la porzione AC = — 


poscia col centro C , e raggio CM=rg- si descriva il 
Circolo MDN ; e finalmente abbassata da un punto 
qualunque M della sua periferia la perpendicolare 
MP , si conduca il raggio GAI = g' , e si ponga 
CP = z. Ciò fatto, si osservi, die qualunque siasi 
la lunghezza di questa z, per la natura del Circo- 
lo si ha sempre PAI* =: g* — z* . Dunque avendosi 
PAI = y , c però le estremità delle y quelle essen- 
do, che sciolgono l' esposto Problema, ne segue 
che rimarrà esso risolto dalla circonferenza ora de- 
scritta . 

, 65. Scoh 2 .* I. Sia m—n . In questa ipotesi la 

precedente Equazione 7i*x® -t- — jr)® 

divenendo o — m'a^ — T.m’^ax , e però x il 

luogo geometrico, che scioglie il Problema non sa- 
rà più la circonferenza di un circolo, ma una ret- 
ta condotta perpendicolarmente dal punto di mez» 
zo della data AP = a. 

II. Tanto 1’ Equazione y^~ 2 gx — x* trovata nel 
( u.® 49 ) , come l.aj)^® = g* — z del (n.° prec.) vedesi 
che ci esprimono un circolo avente il raggio g, 
quella però col principio delle ascisse x al princi- 
pio del diametro, e questa col principio delle ascia* 
se z nel centro. Vogliasi ora determinare per qua- 
le Eifuazione venga ad esprimersi il circolo MANU 
del raggio g, mentre si riferisce ad^ una .qualunque 


\ 


Digiiized by Google 



ro4 Appendice am.’Aeceura 

«luta linea di ascisse ZV^ posto il principio dell» 
ascisse in un qualuu([ue punto «li essa E . Per sod- 
«Jisfare a questa richiesta potremmo pel (II.«.®5q) 
servirci delle formolo trovate nel ( n° 53 ) : la tift— 
tura però del circolo fa si , che vi potremo soddisfa- 
re assai semjilicemente nella seguente maniera. Si 
' ponga in primo luogo l’angolo delle coordinate ret- 
to, e in questa ipotesi condotti dal centro C il 
«liametro HD parallelo , e la retta CF perpendico- 
lare alla data ZV , e da un qualsivoglia punto M 
della circonferenza, condotta I’ ordinata MQ per- 
jjendicolare alla ZV , ritengasi, come nel («.*64), 
il raggio CD— g , la CP:=3 , la PMr=>', e si ponga la 
EF— A«, la CF=m, Fascissa EQ=:f, e 1' ordinata QM=ia . 
Avremo evidentemente c = FQ — # — /« , — n, 

ma qualunque sia la posizione del diametro DD , 
essendo le coordinate z , y ortogonali ; deve sempi» 
ver la natura «lei circolo essere r*“g* — z* la sua 
Equazione. Dunque con la sostituzione risaltando 
(n — n)* = g*— • (t — w)“, sarà «[iiesta nel caso dell’ 
angolo fra le / , « retto, F Efjuazione domandata. 

Se il principio delle t si fosse preso alla de- 
stra del punto F per esempio in E' , ritenuta la 
retta E'F=nr , sarebhesi trovalo («— — (/-4 -wi)*, 
c se la linea delle ascisse invece d’esistere al di- 
sotto, esistesse sopra del centro C nella Z' V' , ri- 
tenuta la CF' = n, sarebbe risultata F Eijuazione 
— (/— m)* , oppure la 

secondocbè il principio delle ascisse si prende in 
E", ovvero in E'" . Da questo si vede, die qua- 
lunque siasi la posizione della linea delle ascisse, 
F Equazione generale del circolo , quando F angolo 
delle coordinate è retto, si è la 
ove g esprime il raggio, e le w, n determinano il 
rapporto di posizione del centro C col principio del- 
le ascisse E, e con la linea ZV . 

III. Data viceversa l’Equazione («a— •/!)* — 

se venga richiesto di trovare il luogo gee- 
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metrico , cioè descrivere il circolo , die corrispon- 
dentemente alle coordinate t , u, ne viene rappre- 
sentato j si prenda sopra la linea delle ascisse ZV, 
cominciando dal loro principio E , e scorrendo ver- 
so le ascisse positive, la porzione EFrrw ; dal pun- 
to F perpendicolarmente alla ZV , e dalla parto 
delle ordinate positive si conduca la CFc=ra; e fat- 
to centro in C col rapgio si descriva il cir- 

colo MDN , e questo pel ( prec. II ) sarà evidente- 
mente il chiesto . Se nella Equazione data il ter- 
mine m , o l’altro n , od amendne fossero stati do- 
tati disegno contrario al considerato; allora la EF, 
ovvero la FC, od amendne queste rette si avreb- 
bero dovuto in corrispendenza assumere nella dire- 
zione opposta all’ accennata . 

IV. Vogliasi il luogo geometrico dell’ Equazio- 
ne u'^~¥-au~c* — ove le t, u lamio tra lo- 

ro angolo retto ; compiendo i quadrati , che corri- 
spondono alle espressioni u* au ^ bt , riduco 


I’ Equazione data alla forma Z4* -+- au -i- ~ = c* 

ossia (w H- c* 


fi* P • / , h'\> 


vraesposti il valore della espressione c*-*- 


e trovato coi metodi so- 




ohe dirò g* , descrivo giusta il {prec. III) il circo- 
lo dell’Equazione g * ’ * 

'questo sarà il luogo geometrico domandato . ■ ’ 

V. Si cerca in secondo luogo 1’ Equazione ge- 
nerale al circolo, facendo le coordinate un angolo fra 
di loro non retto. Ritenuta perciò nel solito circo- 
lo MDNH la ZV linea di ascisse siano ER=/-, Ròl=<^ 



to( 5 Appp;Nnrcfi At.^rrtv 

Ifv nuove poonlinate tra loro o!)blii[iie * Condotte 
dai punti M, G le MP , GF perpendicolari alia ZV, 
ritenute le denominazioni del ( prec^ II ) , onde 

sia 1’ Equazione tra le coor- 
dinate EQ = /■ , QM = 7/, e supposto che nel trian- 
P')!o RMQ, di cui sono noti tutti pii anpoli , si ah- 
Iiia , come nel (n. 58), HM : KQ : ; i : 7 , RM : MQ : : i : 
otterremo, come nel ( I./i.® óq) /—r-t-is, u—js, e quindi 

sarà r Equazione richiesta tra le coordinate r,s non 
ortogonali . 

()6. Escrn. 23.° Determinare l’Equazione di quel- 
la reità , la quale riferita ad una data linea , e a 
un dato principio di ascisse deve passare per due 
punti determinati . 

Fig. 59 Siano nella (Fig. Sq) E, m i due punti 

dati , pe’ (juali deve passare la retta, che si doman- 
da , siano ZV la data linea, e G il dato princi[iio 
delle ascisse, e abbassate dai punti , E , m le ordi- 
nate ED, mp , pongasi GD = g , DE = A , Cp — if 
pm.=.k. Ghiamate x le ascisse , ed y le ordinate 
della cercata retta, sarà in generale ayxzhr-^-c («.“58) 
la sua Equazione, ossia, diviso tutto per a, e fat- 


b c •> 

to — — Pi Equazione \\y=zpx-*-q . 

Giò posto, poiché, quando x—g, deve evidente- 
mente risultare y — h, c quando ar = t, dev’essere 
r=.t, avremo le due Equazioni h—pg-^q, k—pi-^qy 


. ... A — h gk-f~hi 

e da queste ntraesi p=— — j-, q = — r- 


. Sosti- 

tnisco tali valori nella y = px -+- y > e la =3 

[h ^ richiesta . 

■ g—i e—'- ^ 


‘ 67. Scol. 3.“'I. La costituzione di due punti’ 

E , 7« , pe’ quali deve passare la retta, che si cer- 
ca , determina adunque il valore delle due quanti- 


« 
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tà /J , q •, ma la determinazione di queste determi- 
na r Equazione , c da tale Equazione <Ii- 

pende la natura , e la posizione della retta corri- 
spondente . Dunque la delerminazion di due punti 
determina , come già sapevamo dalla Geometria ele- 
mentare , la posizion di una retta. 

II. Se fosse stato domandato che la retta da 
descriversi passasse per un solo punto , per esem- 
pio pel solo E ; allora avendosi la sola Equazione 
h = p^-^-q, il Prohlcrna sarebbe indeterminato, e 
infinite rette potendosi per conseguenza condurre 
pel dato punto E , ne segue , olie un solo punto 
non basta a determinare la pnsiziotie di una retta . 

60 . Esem. 24*'’ Data una retta BG riferita alla pjg, 69 
linea delle ascisse ZV , di cui u=?nt-*^n sia 1 ’ E- 
quazione , avendosi A?r=^, PM=:«, vogliasi con- 
durre un’altra retta GD , la quale tagli la prima 
BG in un punto G tale , che abbassata da esso la 
ordinata GH, venga a segarsi sulla ZV ua^ porzio- 
ne AH di una data lunghezza, che dirò a) 

Soì. Denominata y =: px q V Equazione del- 
la retta DG , e supposto che anche di questa sia 
ZV la linea delle ascisse, A il loro principio, e che 
le sue ordinate NQ = j siano parallele alle ordina- 
te MP della retta data, osservo che -la GH è ordi- 
nata tanto della prima , come della seconda retta , 
tì che posto per conseguenza tanto come arrrAH 
~a, avremo in corrispettività GY{ — ma-*-n, GH 
—pa-*-q, e quindi pa-*- q — ma n . Avendosi co- 
si un’ Equazione con le due incognite P t q > si 
vede , che una di esse rimane in generale di va- 
lore arbitrario , e che quindi infinite sono le ret- 
te , le quali sciolgono il Problema , Ritraendo il 

valore del coefficiente p, poiché si ha p^=m > 
tali rette verranno espresse dalla y = 

•1 . ^ l X 

•l 

i 
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e ricavando il valore della q , esse si rappresente- 
ranno con la y =yL/x •+• ( w — p)a-*-n. Percliè poi 
rimane nella prima delle triiovate Eijuazioni inde- 
terminata la q , nella seconda la p ; ne segue, die 
col far variare la q in quella , e la in questa si 
avranno tutte le rette domandate . Ho detto dio 
una delle v, q resta di valore arbitrario in gene- ' 
rale , perchè difatti se diamo alla q nella prima il 
valore particolare n , e facciamo p~m nella se- 
conda, tanto 1' una che l’altra delle Equazioni ot- 
tenute divenendo y—mx-^n^ diventa la stessa 
che la data unmt •*-n, e però coincidendo laGD, 
che si cerca con la BG , che si è proposta ; non 
viene a determinarsi il punto G domandato. 

69 . ScoU 4-® !• Vogliasi la GD parallela alla 
ZV . In questo c&so y — ma-^ n sarà evidentemento 
P Equazione cercata. 

II. Vogliasi la GD perpendicolare alla BG . 
Poste in questa ipotesi le ordinate ortogonali , os- 
servo , che dovendo la GD cadere dalla parte, ove 
la BG fa con la ZV angolo acuto, deve , mentre 
sia positivo il coefficiente della t ascissa della BG, 
essere negativo il coefficiente della x ascissa della GD, 
e però che essendo l’Equazione della BG 

l’Équazione della DG sarà della forma onde 
•—pa-*- q^ ma-^-nin.^ ossia, fatto per brevità. 

ma -^n — b, sarà — pa qxi b . Ora avendosi nel 
punto B la u = o, e nel punto D la y=:o , si ot- 
tiene In corrispondenza AB — — ~ » AD = e quin- 
di BH zxa-*’ — , HD z=-^ — a . Dunque a cagione 
dell’ angolo BGD retto essendo BH : HG : : HG : HD , 
ne verrà a :b : : b : — a, e però i:m::q^b : a , 

onde q—hzz.~ , ma dalla — pa q ma n— b 

ti ritrae p = 2 —} dunque avremo p — q—b-^^ 
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_ 1 )a 4-mn 


*®9 

r 

, B per conseguenza ys— ^ a; • 


tU-f- mn p E quazione di quella linea ret- 

m 

ta , la quale oorrispoiKlenteinente all’ ascissa a ta- 
glia ad angoli l'eui la rotta della Equazione u:=zint-uii , 

Posto pertanto — ^ =; A , poicqe per 1 ar- 

bitrarietà della n rinvine arbitrario il valore dell» 
h , le rette delle due Equazioni u =s mx n , 




m 


x-t-h saran sempre perpendicolari fra lo- 
ro , e il punto della loro intersecaziope corrispon- 
derà ad a 3? — ^ , 

III. Se con lo stesso principio, e la stessa linea 
di ascisse descrivansi le rette delle dpe Equazioni 
u — mx-+fH , y^mx -+111 } esse dovranno risultare 
jiarallele fra loro, percliò qualunque sia 1' ascissa a» 
avendosi y -r-. ux^ih a , la dift'erenza delle due or- 
dinate y, u è «li un valore costante, 

IV, Attribuiti nella pa q ■=;. ma n alle/?, f 

i valori determinati p' , q' , si sostituisca invece 
della a una lettera esprimente un’ incognita per 
esempio la z; risultando da ciò (p' m)zz?: q' 

avremo così un’Equazione , di cui e.ssendo radio# 
il valore a, ne otterremo pel ( n.° 68 ) sempre la 
costruzione, mentre sopra la stessa linea ZV, econ 
lo stesso jirincipio A di ascisse si descrivano le due 
rette BG, DO delle rispettive Equazioni u~mx-trn, 
yszpx-irq, e mentre dal loro punto d’intersecazio- 
ne G gli conduca l’ordinata GH . 

70. Bsem. a5.° Trovare riferita ad una retta 
data come linea di ascisse e a un dato punto co- 
me loro principio 1’ Equazione <)i quel circolo, la 
«Ili periferia passa per tre punti dati. 

àioL CliiamaLo a,u',a" la ^scisso , t', i", A’"# 
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le orilinate dei tre y>ro]iosti punti , prendo 1 ’ Equa» 
zione generale del Circolo riferito a coordinate ret- 
tangolo, cioè la [u—iiY—g^ — (i— (II. 7 ì,® 65 ), 
ove per maggiore scinpiicità non pongo innanzi al- 
le quantità m , n , die il solo segno — , sostituisco 
in essa in luogo delle variabili t, u i valori ora 
supposti, e si avranno le tre Equazioni (&'—«)•*=: 

g-a _ (rt' )a ^ ( //'_ „ p — g a _ I {b'”’- il )* 

="*(«'" — to)*. Sottraggo la prima di queste Equazio- 
ni dalla seconda , c la seconda dalla terza ; e avu- 
te così le altre — — b'')zza'* — o ''* -h 

2777 («"-«') , -b"') = a"*-a"'* 

•t- 277 ? ( — rt" ) , determino da esse il valore delle 

7/7,77., sostituisco tali valori in una delle precedenti tre 
Equazioni , e ricavato per simile guisa il valore di 
g*, col sostituire questi tre valori delle quantità 
m , n , g* nella — — {t — m}*, no risulte- 

rà TEquazione richiesta dal Problema, 

71. Scol. 5 .° I. Poiché, tre essendo i punti da- 
ti, rimangono determinate le tre quantità m,n,gi 
quindi apparisce come tre punti determinano la 
posizione d’un Circolo. Conosciute poi le accenna- 
te m, n, g, sapremo quindi pel(lll. tz.® 65 ) stabilire 
la posizione di esso circolo relativamente alla sup- 
posta linea d’ascisse, 

II. Siano i tre punti , pe’ quali si vuol con- 
69 durre la circonferenza in una stessa linea retta, e 
siano essi i punti R, M , G, avendosi ASc=7t', 
SR =^.' , AP = ri", PM = b” , AH = 77 '” , HG = i'" . 
Condotte in questa ipotesi le Rr, M777 parallele al- 
la ZV, per esse avremo a" — d:b" — h' è", 

e però (a”-a') (ò'" - ò")- ( a'" - a",) (ò”-ò')=c. 
Ora si ponga a"* — a'* -t-b"* — b'* — C, a'"* — 
i"'"-Z<"*=C’', 2(n"-77') = A', 2 = A", 

z{b''--b') =li' , 2{b'‘'-b”)-B": dalle due Equa- 
zioni del ( n.°prec. ) ove le ttz , ti sono al 1.® gra- 

- B"C'— B'G" A'C"— A"n’ 

do , otterremo pereto » = à-b'-A IT» 
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ed otterremo il denominatore A'B" — A"B' = 4('^’^ — 

{ b"' ^b" ) —é^a"' — a" ] (b"-~h’ ) ugnale nel nostro 
caso allo zero, ma nè l’uno, nè l’altro dei nume- 
ratori — B'C", A’C” — A'’C' risulta, general- 
mente parlando , uguale allo zero . Dunque nella 
supposizione presente le quantità m, n, e però il 
raggio gz=.\/ ((a' — m)' •\-{b' ’-Ti)* ] ( u.® prec. ) ac- 
quistando un valore inliniio (I. y! 5 ..^/g.) ; il cen- 

tro della circonferenza , die dovrelihe passare pei 
tre punti R, M , G , si trnoverebbe ad una distan- 
za intinita, il che secondo la maniera di parlare 
dei Matematici vorrebbe dire , che quanto più i 
tre punti , pe’ quali ulevc pa-sare la periferia del 
Circolo, si accostano a porsi in retta linea, tanto 
più il centro si allontana dai punti medesimi lino 
a superare qualunque lunghezza si possa assegnare 
cit.® ( I. n.° g8 Alg. ) . 

111 . Descritta nella ( Fig. 70 ) la circonferenza 
GKF., la quale passi pei tre punti G, F, K non 
collocati in linea retta, e condotte dal punto di 
mezzo F le due corde FG, FK , e la MN tangente 
in F al circolo , suppongliiarno , che rimanetnlo il 
yiunto F immobile , gli altri due G, K ndic dire- 
zioni GM, KN perpendicolari alla MN si vadano 
sempre jiiù avvicinando alla stessa hlN, fino a po- 
tervi cader sopra , c porsi quindi con lo stesso F 
in una sola linea retta MN . Sotto tale accostamen- 
to gli angoli MFG , NFK formati dalla tangente 
con le corde FG , FK si vanno scnqtic più impic- 
colendo fino a divenire zero: ma gli archi circola- 
ri FG , FK rimangono sempre compresi tra la tan- 
gente , e le corde. Dunque quanto più i due pun- 
ti G, K si accostano alla MN ; e però quanto più 
i tre G, F, K si accostano a porsi in una sol^ 
retta , tanto più gli archi FG , FK , e però tutto 
l’arco GFK s’accostano a comhacclarsi con la MN, 
cosicché quando i supjiosti punti giungono ad esi- 
ster* lutti a tre sopra la sglu MN ; allora può dir- 


Fig. 70 


» 
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•i , che con questa MN si confondo pcrftttamentoi 
1’ indicato arco GFK; rna questo altr^ non è, ch« 
nroo di un cerchio avente raggio infinito, ed è un 
arco qualunque ]ierchè i punti G, F, K sono 
presi ad una distanza qualsivoglia tra loro . Dun- 
que un qualsivoglia arco di una circonferenza , il 
cui raggio sia infinito potrà, considerarsi come una 
linea retta . 

IV. Siano in una retta , e questa parallela al- 
Fig. 69 Ja ZV solamente i due punti R , G. In tale sup- 
posizione risultando b' z=.b'“ , sarà B"=:— B', e però 

C'-t-n" a'-i-fl* A'G"— A"G' , 

= ; «la la TI no.u 


m — 


A'+AT 


A") ’ 


è che la perpendicolare dal centro alla ZV ( II. ;».• 

65 ). Dunque esistendo l’estremo della nel 

punto di mezzo della SH, ne segue che il centro del 
nostro cerchio truovasi sulla perpendicolare innalzata 
dalla metà della RG , Che se ancora il punto M deb- 
ita ritrovarsi sulla parallela alla ZV, cosicché b' zz 
b“=zb“' , allora risultando anche B“ = o , il valore 
della n diverrà infinito, rimanendo finito, cioè 

= -, il valore della m . Che se i soliti tre 

a 

punti A , M , G si truovino sopra una retta per- 
pendicolare alla ZV; nella stessa guisa vedremo 
risultare infinito il valore della m, finito quel- 
lo della n . Ma ogniqualvolta uno dei valori m , ìt 
è infinito , deve diventare infinito anche il valore 
del raggio g. Dunque abbiasi la retta, su cui si 
vogliono esistenti i tre punti R , M , G , ohbli- 
qua , o parallela, o perpendicolare alla ZV, la cir- 
conferenza richiesta dovrà sempre avere un raggio 
infinito , ed essere quindi esso raggio sempre im- 
possibile a determinarsi. 

V. Ritenuta la precedente supposizione di b'—b” 
rz.b”\ onde B" = — B—o, se si fosse sostituito questo 

va- 
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▼al ore o invece delle — • B', B" immediatamente nel 
valore della m esposto nel ( prec. II ), ne sarebbe 

risultato simile espressione però divenuta 

tale a cagione di essere divisore tanto del denomi- 
natore , come del numeratore la B" = o , riducesi, 
come si è osservato nel ( IV. w.® 98 Alg. ) , al suo 
valor vero col tòglierò questo divisor comune B" , 

e trovasi quindi in questo casom;;? — ss ’ — ^ — 

{prec. IV.) . Nell’ altra precedente supposizione ove 

a' =5 a" 5 = 0 .'", si truoverebbe in egual modo ra=-^ 


= —— • Da questo apparisce il perchè , mentre 

nel (prec. II) si è detto che i numeratori de’ valo- 
ri delle m , n per la ipotesi colà fatta non diven- 
. gono zero, si è aggiunta l’ espressione , generalmen- 
te parlando . 

73. Esem. a6.® Data, come nel ( 68 ), la ret- 
ta BG dell’Equazione ove le coordina- F» 5 . 70 

t e APsst, PM=2ii siano per ora fra loro ortogonali , 
domandasi nn circolo GFK , la cui circonferenza 
tagli in G la BG per modo , che abbassata l’ ordi- 
nata GH, venga per essa a tagliarsi un’ascissa AH ' 
avente una data lunghezza a , 

Sol. Poste le quantità p, q, g, incognite, e 
prese col principio in A sopra della ZV le ascisse, 
che dirò x, del circolo domandato, sia (jr — qy=: 
p)* la sua Equazione (II. n.* 65 ), risul- 
tando quindi le sue ordinate jr perpendicolari esse 
pure alla ZV. Poiché le AH, GH sono coordinate 
comuni tanto alla supposta linea retta, come al 
circolo, avremo l’Equazione (ma-en— «y)*=:g*— (a— p)*: 
ma questa ò P unica Equazione , che sommini- 
strano le condizioni del Problema , ed in essa frat- 
tanto esistono tre incognite, cioè 1© tro p, 

Algebra 8 
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Dunque il nostro quesito ammetterà un'infinità 
soluzioni , rimanemlo due delle accennate incogni- 
te determinabili ad arbitrio , purché però opportu- 
namente alla natura del circolo, cioè in modo, 
che non risultino nella Equazione implicate delle 
quantità immaginarie, o delle infinite. Vogliasi a 
cagion d’esempio attribuire valori determinati alle 
y, q , e siano questi i valori p’, q' ; risultando da 
ciò g* = — p' )*, sarà (y — o'ì* 

= ( ma -*-» — y)* (“■*"/')* — — P' )* 

l’Equazione del circolo domandato; se sia jo' = o , 
q' — o , onde il centro di esso cerchio esista in A, 
allora ( ma -t-re )* -hu*— x* sarà la sua Equazio- 
ne . Che se si vogliano dare valori determinati al 
raggio g , ed alla q , chiamati essi g' , q' , eercherò 

il valore della p , e trovato ^ ± 


3a*\ 

j')* 1’ Equazione del chiesto circolo 

sarà (y-jr=5'’-( (t (« *- 


e se finalmente si volesse incognita la 


. ma-\-n 

gr, trovatosi q = — ~ 


il circolo richiesto avrebbe 1’ Equazione 

' In queste supposizioni dovranno, per quanto si è 
poc’anzi avvertito, le g, essere tali, che si abbia 

in corrispondenza g * non < [ma-*~n—q')^-*- g* noa 


< (a — />' )* . Quanto poi si è detto nei 

(III, IV. n.®65) c’ insegna, come in tutti e tre 
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questi casi possiamo costruire 1’ Erfuazione ottenu- 
ta , e però descrivere il chiesto circolo . 

nò, Scoi, 6,® I. Se nel Problema del [n.'* prec.) 
si voglia , che oltre la porzione AH = a dipenden- 
te dal punto G , e dall’ ordinata GH , si determini 
col mezzo dello stesso circolo sulla data BK un 
altro punto K tale, che condotta l’ordinata KL ri- 
sulti la porzione AL =r h ; allora avremo , oltre 
l’Equazione (ma-*-n — — — (a t l’ altra 

( WJÒ-+-» — = — (b — p)^, e non rimarrà quin- 

di arbitraria , che una spìa delle quantità P-> ì ' 
Ju questo caso adunque il nostro Problema aramet- 
te bensì, a teagione della quantità, che rimane ar- 
bitraria, infinite soluzioni diverse, ma però ne 
esclude infinite altre, che hanno luogo nel caso 
del ( n.® prec, ) , ove le quantità arbitrarie sono 
due. Inoltre l’indicata arbitrarietà ha un certo li- 
mite ; poiché se si volesse tal quantità arbitraria 
determinare in modo, che si verificasse anche una 
terza Equazione ( roc-+-n— (c— /?)*, oltre le altre 
due precedenti 5 allora l’arco del circolo che si ri- 
chiede divenuto una linea rct^a ( III, ra,® 71 ) , si 
confonderebbe con tutta la BK , e non producendo 
alcuna intersecazione, non darebbe alcuna soluzion 
del Problema. 

II. Chiamati come di sopra P* ì j §* \ valori 
già determinati delle p, q, g, che fanno contempo-, 
raneameqte verificare amendue le Equazioni 
{mar^n—q)* — g^-!-[a-^p)* , {mb-*-n—q\*zzg^—[ b—p]* , 

ti formi l’Equazione (mz-*-n — q' )' =■§'* — {z-r-p')^ì 
ossia eseguiti i dovuti sviluppi , e le riduzioni la 


/ mn — m g' — ap' \ / 


— ang^g 




■h 


è facile a vedersi , che sono radici di questa ulti- 
ma Equazione amendue le precedenti quantità a,b 
(I. ;ì.®48 ). Dunque la soluzione del Problema so- 
vraindicato ( prec. I ) soniuiinistrerà evidentemente 



rrd Appendice ALL* Alorbra. • • 

la costruzione della trnovata Equazione in ,z; rnà 
simil Problema può pel citato (prec.l ) risolversi 
per infiniti circoli diversi; per la determinazione 
delle AH = aj AL = ^ si pu,ò inoltre stabilire, la, 
BK in una posizione qualunque; e finalmente per 
essersi considerate sempre queste a, £ di un valo- 
re qualunque, l’òttenuta Equazione in a può rap- 

P resentare una qualsivoglia Equazione determinata 
i 2.® grado . Dunque un’ Equazione dètermiuata 
di 2.® grado, qualunque siasi, ^ si potrà costruire ia 
infinite guise diverse , e le maniere di coatniziò^- 
ne esposte nei ( Capi\lll , IV )[ non sona quindi 
che alcune delle molte, che si posson formare., ^ 
Vogliasi , che la BK si combaci con la Z Vj òp- 
dè u:=zmt-*-n divenendo zi=;o , si abbia m^o , ,«==0., 
e si voglia che il centro del cerchio domandato ,esi^ 
sta sulla ZV, onde q—o. In questa siipposizione^je 
due Equazioni del (prec.l ) diventando / 

g'-ia-^pY—Oy g-*— .(i— y?)*=o , otterremo g = {'^pi » 

g = d=(i— »), e siccome le quantità a, h si' voglioup 
tra loro diverse; posto g—-t-(a—p), dovrà essere 

(i— p), e quindi avremo y?' zr: ^ j 

onde, se z*±Az=B* sia l’Equazione, di cui le a, 6 

A 

lon le radici , poiché si ottiene y?* = q: — , g' 

1 / , il metodo di costruzione , che ri- 

sulta dal precedente generale , altro non sarà che 
quello, che è stato esposto nei (I, II. n.* So.) , 
Che se, posta la BK parallela alla ZV, si voglia 
essa ad una distanza B dalla stessa ZV , per cui 
u=zB ne sia Equazione, ed abbiasi perciò 
n:;=B , se il centro del circolo cercato debba esi- 
stere sulla ZV y e perciò si abbia y=o, e final- 
mente sia r Equazione avente le ra- 
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tlJci a , i ; le Equazioni del ( prec. I ) riducendosì 
alle = — — (è — ritenuta, 
per la disuguaglianza delle a, b, la stessa preceden- 
te aT.vertenza rapporto al segno da prefiggersi , nel 

cèrcare Ì 1 valore della »' si avrà^' = =: q; — 

g'=— , e il metodo di costruzione > che seneottie- 

( 

Jie , quello sarà del (III. n. 3a). Posta in fine la 
DE ( Fig. ‘ss , 36) per linea delle ascisse , po- 
sto che con essa sì confonda , come nel preceden- 
te caso primo , la retta data (n.® 74 ) , onde «=0 
ne sia l’Equazione, e dati tre punti B, I de- 
terminati giusta i ( III , IV. n * 33) , se dovendosi 
costruir 1’ Equazione 3 *±Azs=±CD, sì voglia, 
che il centro del circolo da descriversi, onde ot- ^ 
tenere le due sue radici [prec. Il), esista nel cen- 
tro di quel circolo , che passa pei tre punti dati 
A , B, I: il metodo di costruzione, che ne provie- 
ne dal generale (prec. II), altro non sarà, che 
r esposto nel citati ( 111, IV. n.° 33. ) risultando 
AK—p, KG — ^ , CHxzg, e potendosi trovare il 
valore delle p, q mediante il ( 71 .° 70 ) d^i tre da- 
ti punti A, B, 1, e determinare il valore del rag- 
gio g col mezzo di una delle Equazioni del (prcc.l). 

lil. Ritenuto doversi descrivere il circolo della 
precedente Equazione (y — y)*=g’* — (a:— jp)*, e do- 
versi al solito tagliare sulla ZV le porzioni AH=o, 
AL=b ( 7 s.® , prec. I ) , si voglia, che la linea, 

con la quale deve intersecarsi il circolo , che si 
cerca, sia non già la solita retta BK , ma bensì un 
altro circolo, quello dell’Equazione \ u — n)’^ zz d^— 
(t— 77 i)* , ove m , n , d siano quantità cognite . In 
questa supposizione corrispondentemente al punto 
d’ intersecazione , che somministra la AH=« , aven- 
dosi tzzxzza , u—y, ne verranno le due Eqii^zioni" 

{y — q)* = g* — (a—p)*, (jr — »)*=«!'*— (a — otJS ossia 
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y^—j.qy-*-V—o,y' — 2 /zj-i-Q = o , posto P = 

(a— /;)*, e Q = «* — rf'*-*-(a — m)* I Volemlo ora eli- 
minare la y , sottraggo una delle ottenute Equa- 
zioni dall’ altra j e avuto cosi il risultato 
a( q — 7i)jK-t-Q— P=o|Kn)oltiplico la prima delle ‘espo- 
ste Equazioni per y — 2.11 , »la seconda per y — ay ; 
sottraggo P uno dall’ altro i due risultati , che ne 
vengono , e avuta cosi l’Equazione (P-^Ql[y — 
a(nP— yQ)=o, elimino col mezzo di questa, e 
dell’altra a(y — ‘ -4-Q — P=o la y , e ne verrà, 

(P — Q)* — 4(7*“ ") (?Q“^^'P) — o . Sostituisco in que- 
sta in vece delle P, Q i loro valori, otterremo fi- 
nalmente un’ Equazione in generale di 4.“ grado , 
nella quaFe esisteranno tutte , e tre le incognite 
g, p ì q > onde due di esse saranno nel Problema 
corrispondente a quello del ( n.® y’a ) arbitrarie . 
Suppongasi per esempio q~n , e p—o : per la pri- 
ma'di queste supposizioni la precedente ( P-^-Q)* — 
4(y — n)(yQ — nP)=o diviene P — Qrro, e per la 
seconda si ha P— Q=:rf* — 2aOT — /«• = o ; dun- 
que risultando — -t- zam m* , il circolo che 

risolve il posto Quesito sarà quello dell’ Equazione 
{y — Tì)*~d‘ ■+■ — — x* , ove però si avverta 

dover essere d* z.am > , affinchè il raggiò g 

sia reale : e però il cerchio domandato possibile . 
Vedesi agevolmente, che come nella presente ipo- 
tesi , COSI in tanti altri casi potrà il chiesto circo- 
lo risultare immaginario , e però impossibile il Pro- 
blema proposto. 

IV. Clic se col mezzo dei dne circoli (u — n)* 
= (f*-^ w)*, (y — y )*=g* — (x— />)» si voglia 

risolvere il Problema del (prec. I); allora oltre l’E- 
quazionc fP — Q)*— 4(y — fl)(yQ— 72p) = o corrisponden- 
te alla snpposizioue di x—t—a, e di y=-u, se ne 
avrà un’altra simile, che dirò (Pi— Qi)“ — 4 (y — n) 
(yQi — 77Pi)=o corrispondente alla supposizione di 
a^V=h , e di y=u, ove Pi=y®— g*-+-(ò— y?)* , Qiz=n* 
— d*-^(b — my'j ed una sola in questo caso dell© 


\ 
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g , p, q rimarrà arbitraria, avvertendo qui pure, 
che tale arbitrarietà ha , siccome nel (prec. I), un. 
limite , non potendosi essa quantità arbitraria vo- 
ler tale , che soddisfaccia ad una terza sapposizio- 
ne della , e della y~u ; poiché , ciò facen- 

do , ì due circoli si confonderebbero tra loro per- 
fettamente , e non si avrebbero punti d’ intersc- 
camento. Qui ancora, come nel [prec. Ilf) potrà 
accadere per T immaglnarietà del cerchio doman- 
dato l’impossibilità del Problema. 

V. Denominati p', q\ g i valori già determi- 
nati delle » , y , g , e P' , Q' ciò che per questo 
divengono le P, Q , ymngansi qui pure, come si è 
fatto nel (prec. II ) nella (P — Q)^-+-4(!7~”)(?Q — riV)—o 
(prec. Ili) i valori p', q, g, invece della Piq,gt 
e invece della a 1’ incognita z . Risultando da ciò 
P' — Q'= 2 (m—p')z’*- d* — y'Q ' — nY 

=: U/'* — (mn — p'q') z — g* y *-t- p'*q ^ — m*n 

q'^ — n^ , vedesi che uella(P'— Q')®— 4(y'— '«) (q'Q ’ — 
7^P’)=:o la z non ascenderà che al secondo grado , e si 
ridurrà essa quindi ad un’ Equazione della forma 
Mz“ Nz -t- P=o , Equazione , della quale si truova 
come nel (prec. II), che sono radici le precedenti 
quantità a , b ( prec. III. IV ) . 

VI. Nel Problema del (ra.® 72) in quello del 
(prec. Ili ) , e nelle successive conseguenze de* 
(prec.* I, II, IV, V) si voglia che l’angolo delle 
coordinate non sia retto. Supposto perciò essere ta- 
li coordinate rapporto alla linea retta BK (n.® 72) 
le AQ = r, QM = j, 9 rapporto al cerchio GFK le 
AR=r^, RF = r, e rapporto all’altro cerchio del 
(prec. Ili ) supposto essere r le nuove ascisse , s le 
nuove ordinate , e supposto finalmente essere AH'=a 
(n.i i2,prec. Ili) , e però =z (prec. II,IV ) , sì tirino 
dai punti M, G, F le MP, GH, FI perpendicolari al- 
la ZV , e come nel (ra.® 58) si ponga MQ: MP :: i 
MQ : PQ : : I : i, ritenute per le coordinate AP, PQ, ec- 
le denominazioni dei (n.i 12, prec. Ul) avremo tan- 
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to rignarde alla reXta BG ( /i»® 7^.) quanto riguafd# 
al circolo supposto nel [prec. HI), avremo /‘dissi , 
u^js,'e riguardo al circolo • GFKvavre- 
mo y—jff ( I, II, 59) ; e per conso» 

. • , , . \ ' * w ' >rÀ 

giienzaj giacche ri»ulta r 

~ T+' ~ ì)‘'ìpr^- Iti ) l'ai ^iià 

(yo- — 7 )* — <r— />)* , col 'discorso stesso 

citati ( w.® 72 , prec. I , III )‘^ vedremo, , ’phe ^.pe»lo 

AH'=z', e posto - H V,j 


— ir £ 


'* — • • >■ - 
yi p ^ - c=;L , ottengonsi in 

I t ' ■ - o‘* r. 


I • /\ 


corrispondenza le Equazioni 

( 4 =.., 4. A-, Va,.-/. 

\4 * :< J *' / V , / — »i 1 r.\fa 

tt— L )*-*4 (H— K) (HL— IK) ^ o . Da queste/,’ allorché 
la 3» si vuole quantità cognita » si otterrà nella pre* 
sente ipotesi la soluzione dei Problemi dei (ra.°‘^a, 
prec.^ I, in, IV), operando su di esse come nei cU 
tati numeri ; e allorché da z si vuole incognita , si 
dedurranno qui pure delle Conseguenze simili a 
quelle dei [ prec.^ II, V), si truoverà cioè,' che 
tanto nell’ nna , come .nell’altra Equazione la z 
deve ascen'lere soltanto al 2.® grado; che questo 
difatti debba accadere nella prima delle Equazioni 
ora determinate, si conosce agevolmente dalla sem* 
plice ispezione dell’ Equazione medesima; che pot 
ciò stesso debba succedere eziandio nell’ Equazione 
secoiida , lo troveremo coll’ eseguire le dovute ope- 
razioni , e riduzioni . Posto difatti per maggiore 

semplicità = À , = B , -tj-* = C 

7 *-r + ** - ^ yi ^ i» - fi 
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— É^’ p^ìclic risulta Cz*-»-t)z-(-É, 

K=A24 -B', L ìtGz*-^-D'S" 4-E\ otterremo 

D') E - E', H = B - B', HLh^IK =S 

(AD' - ad •+• BG ^ B'C)2=* -+- (AE' ^ AE ■+- BD' ^ B'D)* 
BEy '-f- B E >■ è per conseguenza l’indicata Ecjua-^ 
ziorie seconda ridncendosi alla 
«D-^D> -4 ^ E— E)*-4(B‘-B') ((AD'*-ADh^BC‘- B'G)z» -♦<. 
f AE* ^*'AE'-i- BD*; - B'D)z BE' - B'E) = o, non potrà 
i'n'Ussà la'z cli’e ascendere al secondo" gradò . Dun- 
que signorie 'óqpfdinate ortogonali ( prec. II , V ) , 
o non lo siano ( ;prec. VI il Valore della s dipen*- 
derà sempre da un' Equazione non superiore al se- 
condo grado, 0 però della forma Mz“4-Nz-+- P— ó -, 
e le radici di quest’ Equazione saranno sempre le 
due ascisse AH, AL ( prec. II, V ) , AH', AL' (/>7C5. VI) 
corrispondenti ai due punti d'intersezione G, K 
della linea retta con la circonferenza , o delle dUe 
circonferenze, fra loro; cd anche per conseguenza 
l’ intersecamehfo di dùe cerchj potrà somministra- 
te la cosfruzione di un’ Eqùazione determinata di 
aecoirdo grado . 

74- Scol. '7.® Col rftezzo .della linea retta, © 
del Circolo , ossia con i principj della semplice 
Geometria elementare abbiam veduto potersi sem- 
pre costruire le Equazioni determinate di i.'®, e 
grado : ora con gli stessi soli principj si potran-- 
no costruire le Equazioni determinate di gtado 3.®, 
e 1* veggiamolo . 

I. Venga proposta a costruirsi 1’ Equazione 
x^=zabc , ove a , by c esprimano tre rette determi- 
nate . Poiché pel ( ra.® 299. Alg. ) utaa delle tre ra- 
dici della data Equazione è sempre reale , ed essa 
sola è tale ( n.® 376 Alg. ) , fissiamo l’ attenzione su 
di questa, e denominatala x\ vogliasi sopra della ZV 
tagliare , cominciando dal punto A la retta , che 
le corrisponde . Ora o si vuole che questa x' abbia 
tiu rapporto razionale , e già conosciuto col valore 


» 


Fig. 69, 
70, 71 
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di altra retta essa pure già conosciuta, « che chia- 
merò, II, o non si vuole : nel primo di questi casi 
determinata quella aliquota comune alle rette ’x , 
h , da cui dipende la supposta relazione , ba- 
sterà ripetere^ principiando dal ponto A, sulla ZV 
tale aliquota tante volte, quante il suo valore si 
contiene nel valore x' , e nè verrà cosi determina- 
to evidentemente il luogo geometrico della data 

Equazione. Sia per esempio b = •— » 


de x^ — sia l’Equazione data, e sia a;'= ^ : 
poiché tra le x' , a esiste il rapporto razionale di 


3:4., presa la comune aliquota 


a 



replico que- 


sta , cominciando dal punto A tre volte , e avre- 
mo cosi sopra la ZV il chiesto luogo geometrico 
della quantità x' . Ogniqualvolta il termine abe è 
un cubo perfetto ; è chiaro che la x' deve sempre 
avere un rapporto razionale, ed attualmente deter- 
minabile con le quantità a,b, c già note. Dun- 
que ogniqualvolta abe sia una terza potenza esatta, 
la sola Geometria elementare potrà sempre sommi- 
nistrare la costruzione della supposta x^ — ahe. 

II. Sia ora abe non cubo perfetto . In tale sup- 
posizione essendo ar' necessariamente incommensura- 
bile, e quindi non avendo la retta, che gli corris- 
ponde, relazion razionale con alcuna delle rette , 
che si suppongono cognite ; la costruzione della 
^3 = abe non potrà effettuarsi con l’ indicato pre- 
cedente metodo . Dovendo pertanto ricorrere ad 
altro artifizio, o cercherò con questo immediata- 
mente la retta , che dev’ essere = a:' . o cercherò 
tal Ifnea mediatamente, determinando da prima 
una retta A con la quale essa linea x abbia un rap- 
porto attualmente determinabile , e pel cui mezzo 
si possa inseguito, servendoci per eseutpio del me- 

>. vi • 


t 
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toclo sovraccennato j determinare la linea medesi- 
ma x' . Cercando in primo luogo questa deteriui- 
nazione immediatamente, osservo, che, siccome 
della retta, che si chiede, conoscesi nella ZV , 
l’estremo A, non dovremo per la costruzione do- 
mandata che tnipvare l’altro estremo, che sup- 
, porrò essere H . Ora questo estremo si determina 
truovabdo immediatamente sulla ZV il punto H , 
che lo costituisce , o truovando da prima un altro 
punto G {Fig. 69, 70, 71) da lui diverso, da cui^ 
conducendo, sotto una direzione stabilita, alla ZV una 
retta OH, essa lo determini. Ma di queste due manie- 
re di determinazione del punto H la prima si ri- 
duce alla seconda col supporre semplicemente la 
lunghezza della retta GH = o. Dunque basterà lis- 
sar 1’ attenzione solamente sopra questa maniera 
seconda; e ciò facendo, si osservi, che siccome 
presentemente si vuole la determinazione della x' 

/ 

= |/ ahc mediante la sola Geometria Elementare, 
e siccome la Geometria Elementare non conoscen- 
do altre linee , che le rette , e le circolari , non 
può determinare que’ punti, che le vengon richie- 
sti , che col descrivere, e col fare incontrare fra 
loro tali linee ; quindi ne segue che 1’ indicato 
punto G dovrà esso pure nel caso nostro deter- 
minarsi solamente con descrivere , c col fare in- 
contrar tra di loro o due rette, o due circonferen- 
ze , od una retta, ed una circonferenza . 

III. In conseguenza di ciò cominciam dal sup- 
porre , che si voglia la determinazióne del punto 
richiesto con la descrizione , e 1' incontro ‘di due 
rette , e queste siano le due BG , DG ( Fig. '69 ) . 
Truovato così in G il primo punto, che si doman- 
da, poiché per ottenere sulla ZV l’altro H , e quin- 
di scuoprire la AH=a;', deve condursi da G una 
retta GH con una direzione già stabiliti (precA\)y 
é però già cognita; e poiché inoltre,* 'qualunquo 
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«innsi le dirc 2 ioni delle BG, DGj gli angoli delle 
loro coordinate si possono scegliere a piacimento , 
8cn2a che perciò esse rette rimangano cambiate (III u.* 
55 s), porremo in primo luogo questi angoli uguali all’ 
angolo ohe fa la GH con la AH, perciò porremo, tapto 
le ordinate della BG , come quelle della DG para- 
ielle alla GH. Siano in tale supposizione , 

yt2.px-^q ( n? Ò 8 ) le rispettive Equazioni delle 
due rette BG , DG pel ( IV tl.* 69 ) avremo evi- 
dentemente il nostro valore ' ac' = , c però 

X — ^ dovrà essere un divisore esatto del primo 

p^in ' 

membro dell’Equazione o. Imperciocché 

avendosi x'^—ahe—o, e però x'^xiabc, ne verrà 
a* — abcxxx^ — x'^\ ma x^ — r'^ è divi.sibile esattamente 
per X — X . Dunque dovrà essere ancora x^^abe divisi- 
bile esattamente per a:— x', e quindi per . 

IV. Sia in secondo luogo richiesto che tanto 
la BG, come la DG siano state descritte con altre 
linee di ascisse diverse dalla ZV, e con angoli fra 
le coordinate diversi dall’angolo AHG , e in tale 
supposizione sia relativamente alla BG la retta XY 
l’asse delle assisse , con cui si vuole essa descrit- 
ta, siano CT = r, TM = 5 le coordinate, sia del va- 
lore k 1 ’ angolo CTM fra le r, ^ , e sia s—ytr-^« 
r E([uazione corrispondente . Condotta dal punto 
M alla ZV la MP parallela alla GH , ritengasi 
AP —t, PM=ru, ed u~mf-t-n P Equazione fra 
le #, w ; si conservino rapporto alle quantità, che 
nella trasformazione delle coordinate si pongono 
note, quelle denominazioni, che furono stabilite 
nel ( n.® 58 ), e dalle formole colà ritrovate avre- 
mo evidentemente t — d -*~fr-^is, u— e-*-gr-*-js. Ori 
dal punto A si conduca la AF parallela alle ordi- 
nate MP, dai punti F, B le FE, BK parallele al- 
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le br^inatft. MT , e si ponga CE :=: <* , EF = /?; 
CK=y, KB = ^: dall’ Equazione u—mt-^-n appa- 
risce; che quando t — o, si ha «==«, ed in cor- 
rispondenza e 'quando u — o, ti ottie» 

oe / s -r< --^ ,^ed in corrispondenza r = >', J-Ef, 

TU’ 

Pnnqtie dallo Equ^izioni t:=d-^fr-t-is, u:=!-*-gr-t-jst 

avremo Ti-yà -4-’ i/3 = o , e-t- g^-t^j^=zn 

' ' — 5 e-*^gy^jS=o\ 

-ma dalla j^pr-tr””" si ritrae /3 — T — 
dunque dal paragone di queste con le rispeuiva 
equazioni "■ d^f*-*-ifi~o , e^gy^Jfz^o ricavan- 
, . d~^h — tifi e-^-iir __ gT— ' < 

dosi * /•’i-if* ’ ^ S’i'jl* 

■’ /+'f* 

m = — ^ — — ( e— . ì'f’w — 

r .’ d+j^ V 7^-^ 7+^ 

d — jk '» — fftl 

Denominate con le lettere stesse segnate con un 
apice le quantità simili alle precedenti, che appar- 
tengono aH’altra retta DG, avremo evidentemente, 

. r.;., ^ 

' • vz=z^( e' g'(d'+i 'A ^ \ 

■ d'^ i7gV— c>l . 

^4-yV g'-t-yV 

Dunque denotati per Brevità di scrivere con lo 
lettere A, B , A', B' i valori ora ritrovati delle 
m, n, p, q , e sostituiti essi nella espressione x 

^ > dovrà pel {prec, HI ) sotto questa seconda 

considerazione il primo membro della ** — abezizo 
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essere divisibile esattamente per ® P*r 

conseguenza tanto in questo come nel caso del 
Iprev. Ul) il primo membro^ x* — aie dovrà conte- 
nere un l'attore di primo grado , in cui la parte , 
die si considera cognita j è uj^ espressione razio- 
nale dei coefficienti delle Equazioni inservienti al- 
la descrizione delle ^opposte due rette BG , DG . 

V. Vogliasi ora, che la descrizione, e 1 * incon- 
tro di una retta con una circonferenza , o di due cir- 
conferenze fra loro determini il punto G (Fig.70, 71), c 
le coordinate di tutte queste linee siano primieramen- 
te ])arallele alla GH 72, 111 . n.** 7H), od alla GH', 
(Vl.rt.®73y. Siccome qualunque sia l’angolo AH'G, 
il valore della AH'^, p alella AH, 'considerato come 
incognito , dipende sempre da un’ Equazione di 
gratlo non superiore al 2.° ( II , V, VI. ra.’ 73'), e 
siccome nel nostro caso AH'=:x' , ne segue, che 
la x' sar.à. radice di un’Equazione della forma Mx* 
-4- Nx -H P =; o , ove i coefficienti M, N, P saranno 
quantità esprcjJU razionalmente per mezzo dei coef- 
ficienti , che esistono nelle Equ*iz;ioni della linea 
retta, e ‘dei circoli presentemente voluti, e che 
supporremo essere quelli dei (a.® 72; IH, IV. 73). 
Ora avendosi MA’-»- Nr'-»-P = o si ricava P = — 
Me'* — Nx', e 'però Mx* -»-Nx-+-P = M (x * — x'*)-»- 
N'(x — x|) ; dunque essendo quest’ ultima quantità 
divisibile esattamente per x— x', tale sarà ancora 
la Mx’ -4- N e-»-P ; ma per essere la x' radice' ezian- 
dio della x^ — ahc = o ( prec.\ ), anche il primo 
membro di quest’ ultima Equazione può dividersi 
esattamente per x— r' ( ;?rec. Ili ) . Dunque avendo- 
si nelle due quantità x* — aie, Mx’ V Nx’-»- P 
lo stesso fattore x— x‘; coll' instituire sopra 'loro 
la ricerca del massimo comun divisore , troverò , 
che questo massimo divisore esiste realmente , e 
troverò tale essere 0 l’ indicato fattore di primo 
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grado x—x' , 0 la quantità di secondo grado x^-*- 

P ' . . . 

jjj- ; ma l'operazione , per cui sj effettua simile ri-- 

*- \ i ■ 

cerca,, non esige alcuna estrazion di radice (».* 109, 
III Alg. ). Dunque dovendo 1’ indicato massimo 
comun divisore avere i coeflrcicnti i quali^ siano tan- 
te espressioni commensurabili de’ coefficienti delle 
— àbc, ; ne viene , che nella ipotesi 

presente ìlprimo membro della a;*— dovrà con- 
tenere due fattori uno di primo, e l’altro di secondo 
grado , i coefficienti dei quali essendo tante espres- 
sioni razionali delle quantità abc, M, N, P, sa- 
ranno ancora tante espressioni razionali delle a, é, 
c, e dei coefficienti, che appartengono alle Equa- 
zioni della supposta linea retta , e dei suppesti cir- 
coli. 

VI. Si voglia, che come nel ree. IV) , tanto 
la ^etta BG , come ciasouno dei circoli GFK, GKM 
siano stati descritti con linee di ascisse,, ,0 con 
coordinale diverse dalle considerate ^nel (jorec-V), 
e fìssando 1’ attenzione sopra i due circoli della 
(Fig.71 ), giacché quello che si dice dì essi, dicesi 
ancora della linea retta combinata col circolo ; sup- 
pongasi che il circolo MGK sia stato descritto con 
r asse di ascisse XY, e le coordinate BP , PM , e 
l’altro GFK con l’asse di ascisse TU, e le coordi- 
nate CQ , QN . Supposto BP = r, P-M“v, CQ = 5, 
QN=:^, e denominate •, », , u, f*' > t , / le 

quantità, che giusta il (u.® óé;II, V, 65, VI 71.° 73) 
vengono date dalla posizione , che si vuole , delle 
XY , TU relativamente ai rispettivi circoli , e dal- 
la grandezza degli angoli corrispondenti; le Equa- 
zioni di essi cerchi pei citati (li, V. n.® 65) saranno le 

( IV -r )• = _ (r-,x7-^ )», )® = )’• 

Cognita ora essendo ancora la posizione della ZV , 
6u cui deve determinarsi la AK'=x', e conside- 
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randoai cognito l’angolo AH'G^ si prenda questa ZV 
come nuova linea di ascisse relativamente ad amen~ 
due i circoli, e ponendo si nell’uno, ohe nell’ aU 
tro le nuove ordinate pararelle alla GH' , si con- 
ducano con tale parallelismo le MR, NS, e si pon- 
p.a AR=:r, AS = p, SN=». Denominate 

d‘, d" , e ' , e" , ec. le quantità corrispondenti alle 
stabilite nel (n.®58), poiché rapporto ai primo cer-. 
chio si ha r = d’ -*- fr -*- i's , » = e' -h g'r -s-y'j , e rap- 
porto al secondo 5 = d''*+-y 

(li. n.® . 59 , 71.® 08 ), si sostituiscano questi valori 
nelle precedenti due Equazioni, e ne risulteranno 
altre due, le quali ridotte opportunamente dovran- 
no pei (II, V. 7 /.® 65, VI. 71.® 7.3 ) acquistare la 
forma (A^ — (AV“K’)*=g* — 

— H‘)*, ove le quantità A, A', B, B', H, H', K, K' 
dovrannro essere tante espressioni razionali delie 
supposte precedentemente », /, n , , cc. d' , d" , 

«' , e" , ec,; ma allorquando nel {prec. V) fa pre» 
sa a bel principio la ZV come asse di ascisse 'ri- 
guardo ad entrambi ì circoli , e si poeero sì nel 
uno che nel altro le ordinate parallele alla GH‘ , 
ed il principio delle ascisse nello stesso punto A , 
si ebbero in corrispondenza le due Equazioni 
( js — n ( r-*-is^m )*, — ( m- p)* 

(VI ,77,® 7-3 ) . Dunque dovendo essere evidentemen- 
te queste due, identiche all’altre due Equazioni in 
r , j , ed in /) , (T ultimamente truovate ; ne segue, 
che sarày = A= A', i=:B=:B', 777 = H, 77=:K,^=rH', 
q =K' . Si pongano ora nei coefficienti M , N , P 
della Mx’ -t- Nx P =z o ( prec.Y ) in luogo delle 
i,j,m,p,n,q\ valori presentemente determi- 
nati A , B , H , H' ec. tali coefficienti diventando 
perciò tante espressioni razionali delle •, », 

ec, d' , d" , e' , e" , ec., rinnovato il discorso del 
( prec. V ) , vedremo, che in questa ipotesi il pri- 
mo membro della x^~^abc~o deve contenere un 

fat- 
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fattore 0 di primo grado jt—j', o di secondo a;* -*• 
N *r ‘ 

5T ^ * coefficienti del quale contengono in 


Una maniera cotnntenenrabilo te indicate quantità 
V, » ee. , rf" , e‘ , e" , ec. , e le a. , à , c . 

Vii. In conseguenza di' quanto .si è detto nei 
(/?rec.*II, ec.VI) apparisce,^ che ogni qualvolta si 

voglia il valore della x = V^ahc determinabile col 
mezze solamente^ di line© rette, e di cerchj, dovrà 
sempre il prima membro della x^-^aòcxzo essere 
spezzabile in due fattori della forma x— D, x* -f- 
Ex-t-F, cosicché avremo x^ — abc~{c — D) (x*-hEx-*-F) 
o , ave i coefficienti E> , E , F saranno pei 
( prec. Ili , ec. VI ) tante espressioni razionati del- 
lo quautità b , c, e dei coefficienti esistenti ia 
qae-Ue Equazioni , dalle quali dipende fa determi-, 
nazione , e la descrizione di quelle linee rette , e 
di gue* circoli, i quali co' loro incontri sommini- 
strano il punto G ( Fig. 6() , 70, 71) , e quindi il 
valore geometrico della x' . Jda la quantità (x— DJ 
(i:*-t>Ex-i-F) diviene zero, tanto se x sìa tale, che 
X — D=;o, cerne se sia tale, che x*-i- Ex-*-F=:o, 
0unque nella nostra supposizione le radici della 
— abi:zzo altro non saranno che le radici di due 
Equazioni , T una di primo , F altra di secondo 
grado , i coefficienti delle quali saranno tante e- 
spressìoni commensurabili delle accennate a, c, 
e degli accennati coefficienti . Ora dalla risoluzione 
delle indicate due Equazioni otlenendosi x = 


X 


E /E* \ 

™ — F y, in ninna di questi va-. 


lori s’introduce il segno 




segno d’ altronde , 


il quale per la ipotesi fatta ( prcc. II ) esister deve 
necessariamente nel valore della x' . Dunque , af- 
finchè col mezao della sola Geometria elementare 
Algebra 9 
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{prec. Il) possa determinarsi il chiesto valore del- 
la X ; poiché questo altro non è che uno dei tre 

dovrà 1’ accennato segno esistere in qualcuno dei 
valori de’ coefficienti nelle Equazioni delle rette , 
e de’ circoli , che si descrivono . Esista esso per- 
tanto per esempio nel coefficiente m della Equa- 
zione u::zmt-^n{prec. Ili), e sìa essa A, rap. 
presentandosi dalla A un’espressione algehraìca delle 
a, b, Cj la quale non sìa cubo perfetto. Poiché 

questo valore y A contiene necessariamente il se- 

gno y , ciò stesso, che nei ( prec. Ili, ec. VI ) 
se è detto della determinazione .geometrica delia 

x’ — \/^ ohe t dicesi evidentemente ancora della 

determinazione geometrica del valore di iXa. 
Dunque non potrà tal valore con la sola Geo- 
metria elementare ritrovarsi , e quindi non po- 
trà ottenersi il valore di m , e però descriversi 
la retta della Equazione u ^ mt n ^ se non 
se conoscendo prima il valore geometrico di un* 
ulteriore quantità avente essa pure in se un radi- 
cale terzo essenzialmente tale, che dirò B. La 
determinazione geometrica di quest’ ulteriore quan- 
tità avente in se la |/^ B non potrà per le solite 
ragioni ottenersi neppure essa con la semplice Geo- 
metria elementare , quando non si conosca da pri- 
ma un* altra quantità , nel cui valore si contenga 
al solito un altro radicale terzo . Così dunque do- 
vendosi proseguire all’ infinito ; la sola Geome- 
tria eleméntare non potrà mai giungere a deter- 
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minate geometricamente il valore di aloana delle 
quantità sovraocennate aventi in se un radicale 

terzo j quello stesso , che si è detto presentemen- 

* 

te nella ipotesi che il radicale terzo y A entri 
nel valore di m, si dice in egual modo, mentre si 
volesse , che un radicale simile entrasse in un al- 
tro qualunque de' coefficienti delle equazioni , che 
attualmente consideriamo . Dunque allorquando abo 
non è cubo perfetto { prec.ll ), con la Get?metria 
elementare solamente non potremo giammai deter- 
minare geometricamente, e immediatamente sulla 
ZV la porzione AH=:a;'. 

Vili. Ma se non la x' immediatamente, non 
potrebbe sulla ZV ritrovarsi con la sola Geometria 
elementare q'nest’altro valore, che nel {prec^ II) si è 
denominato/*, per mezzo del quale si possa in se- 
guito scuoprire con gli stessi soli principi il valo- 
re geometrico della x' ? Rispondo , che nò , Imper- 
ciocché contenendosi nel valore della 3f‘ necessa-* 

riamente la \/^ {prec.ll) , e dovendo tal valore 
venire determinato mediante il valore della A,' do- 
vrà r indicato radicale \/^ esistere necedsariam en- 
te Q nel valore stessa della A, o nella espressione 
del rapporto tra le x , ed A.; ma quando esso ra- 
dicale esiste in A,' nella guisa medesima, con cui 
si è veduta impossibile la determinazione imme- 
diata con le sole linee rette , e le circolari del 
valore geometrico della x ( prec^ II , cc, VII ) j 
truQvaaì ancora impossibile la determinazione im- 
mediata con gli stessi mezzi del valore geometrico 
della A ; e ai truova nello stesso modo impossibile 
mediante la sola Geometria elementare la determi- 
nazione del valore geometrico della x dal valore 
geometrico della A, quando l’esposto radicale esi- 
ste nell’ espressione del rapporto tra le a?' ^ ed A . 
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Dunque nè imniecliatarnente, nè meJiatamonte po« 
tra la sola Geometria elementare somministrare il 

valore geometrico della supposta a;* =: \/^ ahc , e 
quindi non potrà neppure so in in ini strare la costrn- 
zione della Equazione x^^abc’. ogniqualvolta abo 
non sia un cubo perfetto . 

IX, L,’ Equazione, di cui si vuole la oostru-* 
zìonc geometrica sia la ax -¥• bcx •*• def ^ o ^ 
Denominate x' , x" , x'" le sue radici , poiché, co- 
me nei {^rec. HI, V si trova ohe il suo prima 
membro e divisibile esattamente per ciascuno dei 
bin'omj x — x' , x — x" , x — x"' , si vedrà non di- 
ficilmcnte dover essere x^-*-ax^bcx-*>-def { x—x ) 
( X — x" ) ( Xm-od" Ora o nel valore di una di 
queste radici , per esempio della x si contiene il 

radicale \/^ , o non si contiene . Se no , allora 
detto radicale non esiste neppure nel valore delle 
altre radici x”, x"' ; imperciocché effettuata la di- 
visione del primo membro della Equazione data 

, ^ x’i-^ax-trhcx-^def , « 

per X — X , e supposto ^ i- = x*-+' Ex 

-hF, neppure i coefficienti E, F conterranno evi- 
dentemente alcun radicale terzo ; ma risultando 
X* Ex •+■ F = ( X — x'' ) (x -^x'") , le x" 5 x'" sono 
radici ancora della Equazione x* -i- Ex -r- F =3 o; 
Dunque la soluzione di questa non involgendo al- 
cuna estrazione di radice terza , nè la x” , nè la 
r'" dovranno nel loro valore contenere il radica- 
le . In conseguenza di cié si vede, che mentre 
una delle radici nella Equazione ora supposta , es- 
tendo razionale , o contenendo nel suo valore il 

solo radicale y sia ileterminahile con la sola 
Geometria elementare ; anche le altre due radici , 
quando siano reali, «amano determinabili esse ]>u- 


\ 
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te nella stessa gnÌBa, e quindi la Equazione data 
tara nella presente ipòtesi tjostmibile col mezzo 
Soltanto della linea tetta , e del cercliio . Che so 
nel valore della x già ridotta all’ espressione più, 

Semplice si contiene l’accennato radicale!/^ ;con 
lo stesso precedente discorso trovandosi dovere tal 
radicale esìstere ancora nei valori delle x" , x”* , 
con i raziocinj medesimi de’ ■( prèc. H , ec. ' Vili ) 
vedremo che ninna di queste radici può mediante 
la sola retta, e il solo “cerchio determinarsi, e pe- 
rò che è in questa supposizione seconda impossìbi- 
le con la sola Geometria elementare la costruzio- 
ne della Equazione data . ^ 

Ora i casi ne’ quali il valore della x non con- 
tiene il radifcale \/^ sono particolari, e pochissimi 
in. confronto di quelli, ne’ quali lo contiene. Dun- 
que dalla supposta comprendendosi tutte le Equazio- 
ni di 3.* grado, concluderemo, che, eccettuati gli 
accennati pochi casi , tali Equazioni non possono 
costruirsi con la sola Geometrìa elementare . 

X. Finalmente le Equazioni determinate di 4-* 
grado dal ( n.® 3oS. ) apparisce essere tali, che 
si potrebbero benissimo costruire con la sola Geo- 
metria elementare , mentre con lo stesso mezzo si 
potesse determinare la quantità t colà supposta j ma 
essendo z ■, e z' radice di uu’ Equazione di 

grbdo terzo ( ctY.® 3o3. Jtlg^ ) , tale determinazio- 
ne è in generale impossibile ( prec> II , ec. IX ) . 
Dunque è ancora impossibile , che la linea ret- 
ta , ed il circolo solamente possano somministra- 
re in generale la costruzione della Equazione di 
quarto grado. Simile impossibilità però si vede, 
che dipende soltanto da quella delle Equazioui di 
grado terzo , onde in tutti quei casi particolari , 
ne’ quali si può giusta il IX) costruire l’in- 

dicata Equazione in z si potrà eziandio costrui- 
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re la corrispondente Equazione di quarto grado \ 
£ per queste impossibilità , che inacessibilt 
alla Geometria elementare truovaronsi i famosi 
Problemi del raddoppiamento del cubo, della tris- 
sezione generale deÌParco circolare, ec. ; ed essen- 
do dato soltanto alla Geometria superiore il poter 
sempre costruire le Equazioni di terzo , e quarto 
grado , per essa solamente potremo sempre risol- 
vere gli accennati Problemi . 
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APPENDICE 

ALL’ ALGEBRA 

> 

PARTE SECONDA 

DELLE SERIE ALGEBRAICHE* 

E DELLE GEOMETRICHE . 

CARO I. 

Delle Serie in generale , e delle Serie aritmetiche . 

lyS, Def. 1. Gol nome di5m'e, o Progressioni. 
intende»! una congerie di Numeri, i quali si suc- 
cedono con una legge determinata . I Numeri poi 
che la formano , chiamansi Termini , e la serie di- 
cesi finita , se il numero de’ termini è finito ; in- 
finita se r accennato numero de’ Termini si con- 
sidera come petratto all’infinito. La formala New- 
toniana ( n.° ao3. Alg. ) ci somministra 1’ esempio 
di una serie finita , quando 1’ esponente della po- 
tenza, a cui si elèva il binomio , è numero inte- 
ro, e positivo , infinita, quando 1’ indicato espo- 
nente non è tale . 

76. Def. 2. Funzione di una , o di pm quan- 
tità dicesi un’ espressione , nella quale la suppo- 
sta , 0 le supposte quantità si- contengono in una 
maniera qualsivoglia o sole , od insieme con altre 
quantità da loro diverse . Saranno perciò funzioni 

della X le due «spressoni lo saranno del- 

le a; , z le altre xz , ax* c . Per denotare in 

generale le funzioni ci serviremo della lettera f , 
ponendo appresso a lei tra due parentesi , e sepa- 


' 
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te con virgole le lettere, di cui la quantità data è 
funzione . Le precedenti x”* , — verranno per- 

ciò comprese dalTespressione generica /(x ) , le altre 
xz , ox* e dall’altra /(x,c). 


77. Def. 3 . Se una serie nasca dallo svilup- 
parsi una funzione di una , o più quantità tal Fun- 
zione suol dirsi generatrice della serie medesima . 


Sarà quindi la quantità t«-*-x) funzione generar 

* ■ 1 it . ^ ni fjit m» a 

tnce della sene a ma x-t- — - — «* 

■4- ec. 

1 7«. Def. 4 " Avuto riguardo alla funzione ge- 

neratrice , le serie, che ne derivano, si divìdono 
in convergenti , divergenti, e parallele. Convergen- 
ti sono quelle, le quali, quanto più progrediscono , 
tanto si accostano di più al valore della funziono 
generatrice; divergenti quelle, le quali tanto più 
se ne allontanano, quanto più cresce il numero de’ 
loro termini ; e parallele quelle, le quali, per 
quanto progrediscano , conservano sempre dalla 
funziono un' eguale distanza . 

Data per esempio una funzione , coll’ e- 


SPguire attualmente la divisione, otterremo 


a 

T 


ax 

W 


ax* 

"J3 


ax 


n— a 


,n— I 


n—^i 


la serie 
ec, j 


prendendosi il segno snperiore, quando w è dispari , 
l’inferiore quando n è pari. Ora se nell’ efièttuaro 
la divisione , ci fermiamo al primo quoto , oppure 
subito do^o il secondo , o dopo il terzo , ec. , ot- 
ticiiesi in corrispondenza . 
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tb « ax 

i-f X ~ b b(b-^x) * 

a « ax ax^ 

ìr^x b É» (J+i) * 

■a ^ a O.X ax* axi 

fi-T ~~b~"b^'^'W^ X) » 

ec. 

*+x - i i» i3 *4 eo- 4 : — - 

«a» 

' Duìiquft se nella serie (I) ienìam ^ùnlò solafnentd 
•di uno, ovvero di da« , di tre, eo. , e iti genera»- 
le di » termini , le diffferenze dalla funzione ge<- 

iieratrice p— saraniro rispettivamente le quantità. 


:xfn- 


i+x b '• -é-i-x'^ P* b-f-x^ó3 ’ ò^x ^ i» * 
ma allorquando sia x<b, tali quantità^ a cagione 


di -^ < 1 , vanno sempre scemando successivamen- 
te di valore, mentre risultando-^ > * > 

ie quantità medesime vanno sempre crescendo , © 
aono costantemente dello stesso valOrè , quando 
x=i . Dunque nel primo di questi tre casi la se- 
rie (I) sarà convergente, sarà divergente nel secon- 
do, e nel terzo parallela . 

79. ÌDef. 5. Disegnato in generale con la let- 
tera n il numero dei termini , de’ quali si tien 
conto , cominciando dal primo , in una Serie data; 
si denomina Termine generale di essa serie lina fun- 
zione della ti tale , che col porre in luogo della n 
medesima i numeri j, a, 3, ec., si ottengono ia 
corrispondenza i termini 1.“, a,*, 3.“, ec. : «d una 
funzione della stessa n tale , che mentre si faccia 


K 
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71 — ì , ovvero =a, od = 3 , ec. , ne risulti in cor- 
rispondenza il primo, oppure la somma de’ primi 
due , o la somma de’ primi tre, ec. termini, que- 
sta funzione, dissi , si chiama Sómma generale del- 
le serie. Poiché a camion d’esempio a,n— i , n* 
sono due funzioni di n, dalle quali col porre suc- 
cessivamente n — i ) 2 , 3 , ec. , ricavànsi rispetti- 
vamente tutti i successivi termini , e tutte le sora- 
TTìe successive della serie de’ numeri dispari i , 3 , 
5 , 7, ec. ; esse funzioni ne coititnranno , la prima 
il termine, e la seconda la somma generale. 

8o. Scol.i* Per indicare il termine generale di una 
serie ci serviremo della lettera T, e della lettera S per 
indicarne la somma. Per accennare ciocché divengono 
queste quantità T, S, quando si pone rarri, a’, 
3 , ec. ra j scriveremo rispettivamente Tj ^ S j ^ ^ 

^2, T3, 83^ ec. T„ . Nella precedente serie 

de’ numeri dispari ( ra.® 70 ) avremo perciò 
T=ran— I, equindiTj = I , S,— i; Tjj = 3 , 

® a “ ^ S! 3 = 9> = in—i , S„ =»*. 

' 81. Cor. I. E chiaro che in qualunque serie 

sarà T„ = T, S„ = Sj e che T , = S ^ («1.79, 80) . 

II. Poiché pei cit. ( ». 79 , 80 ) si ha 
S„ = T,H-Ta-HT3S-ec.M-T„_,-HT„ 

sottraendo, otterremo = T„, e però 

— {prec.I). Dunque se nella somma 

generale di una serie si collochi n — t invece 'di 
» , quindi si sottragga da essa somma il risultato 
che, ne viene; la differenza, che ne risulta, sarà 
il termine generale della serie medesima . Nell* 
esempio _del («.*80) avremo difatti 

»•— (»— I )* = 2»— I =T. 
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III. Sia S„=A-h/{«), essendo A una quanti- 
tà indipendente affatto dai numero 'n . Aven- 
dosi da ciò S„_, = A -*-/ ( re — 1 ) sarà T=S^ — 

® «— I =/(re) — /( re — i). Dunque se nel valore del- 
la somma generale si contiene in istato di addizio- 
ne una quantità A indipendente da re , questa 
quantità mancherà dal valore del corrispondente 
termine generale . 

8a. Ve/. 6. Posto nel termine il' numero 

n-t-i invece di re, e sottratto dal termine, che 
ne nasce, l’altro T„, il risultato che se ne 

ottiene , e che denoterò con la lettera D , ossia 
, onde D = D „ = T „ , chiamasi diffe.. 

lenza prima . Collocato re -t- 1 in luogo (Ji n nella 
espresione D , si chiama differenza seconda il ri- 
sultato — , e denoterò questo con la stes- 

sa lettera I), ossia , aggiunta la cifra (a) nel 
luogo dell’esponente, onde sarà D^“^ = 


D^^,— D„ . Ricavata nello stesso modo dalla es- 
pressione Poltra , si denomina dif- 
ferenza terza il risultato e dise- 

J r « * 


gnata essa per mezzo della solita D, ossia , 
appostavi la cifra (3), avremo = = 

Tj{a) — Cesi proseguendo a determinare le dif- 

renze ulteriori , e a denotarle in una simil ma- 
niera , avremo le differenze quarta y quinta, ec. 

«eiri.uIu.iD!,’>.. -Df =D«>=dM',D«Ì. 
-D<f =d'’'=d(’> ,m. 


83. Scoi, Col supporre anccessivamente » — 



{Ili) 


(IV) 


i4o 
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I , a, 3, ec. , c eoa la successiva soittitUzioAB ve- 
»Iesi , che otterremo 


D =iT — T 

I . — * a * X 


=D^-D,=T3 

=T^ -3T3 -T, » 

= Tj - 4T^ -f. 6T3 -4T»-»‘T, , 


eó- 


^(P) w. , . y(p-0{Ì>^^I rp 

^ t = V4.1 -• V*-* a.3 */>-* 

*♦- ec. qp joTj, ±T^ , prendendosi il ségno saperlo-^ 

re, quando p è numerò pari, l’inferiore quando » 
e dispari . Così si trova 


1 spari 


_ p{p — 1 ) fp 

a iP a.3 ; 

H- ec. =p pT^ ^ rp 


D — T 
1^3 - ^P +3 


T, . ,-a£=tor, 


p— I 


-»- ec. sp pT^ ^ Tj ^ 

e ili geheràle 

d"”’ = T. , „ - p V_, T 




— «-3 ®®- ^p'^n+i ^ 

84. JJef. 7. Serie, 0 Progressione Àrittnetica 
dicesi quella, nella quale la diflerenza ^i due ter- 
mini successivi è costanteniente la medésima . 

85. Cor. I. Chiamato a il termine primo di 
nna serie aritmetica , e rf la differenza costante , 
avremo Tj =«, Ta =Tj h-<ì, T3 =T^ *t-rf , 
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sTg -*-d, ec. T„ e per conseguenza 

a , a-^d , a-H %d , a,-^id , e,G. a-*r-{n~ i]d ( V ) 

sarà una qualunque serie aritmetica , di cui 
= a -•- ( ra — I ) 

sarà il termine generale . 

II. La progressione (V) sarà crescente , o de» 
crescente, secondochè la differenza d è positiva, 
o negativa . 

III . Posto 0=1, se si faccia dz=.\ , oppure = 

3, dalla (V) ne verranno in corrispondenza la serie 
de’ numeri naturali , e quella de’ numeri dispari , 
risultando T„ =i'+-n*-i =0, T„ = 1)2=30— r 

il rispettivo termine generale . Che se, posto o=o, 
facciasi d~^ \ ne verrà la serie de’ numeri pari , 
de’ quali il termine generale sarà =a«— a. 

86. Teor. i.® In una serie aritmetica (V) la som- 
ma dei due termini estremi uguaglia la somma di 
due altri termini quali si vogliono presi a distanza 
uguale dagli estremi medesimi . 

Dim. Chiamato Tp un termine qualunque del- 
la progressione (V) diverso dal primo T, = o , e 
dall’ ultimo T^=o-«-(o— i)<Z, occuperà esso evi- 
dentemente , cominciando dal primo , il posto pe-. 
simo della progressione : Dunque il termine della 
serie medesima, ohe truovasi dall’ultimo a quella 
distanza stessa , a cui dal primo si truova il sup- 
posto ’Yp , sarà il termina T„ (^— i)- Ora pel («.<* 

80 , I n.® SS ) abbiamo :=za-*-(p—i)d, 

= a-s- ( 71 — )fi?: dunque sarà = 2» 

-♦- ( 71 — i)<i ; ma anche -t- = aa -+• (n — i)d. 

Dunque risultando ^ = 

segue , che ec. 

87. Scol. 3.® I. Allorché n è numero pari , pa- 
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ri essendo evidentemente il numero dei termini , 
la serie (V) ne conterrà due di mezzo ^ tali essen- 
do i due T ^ , T j e la loro somma sarà 

— — 4- I 

a a 

anch’es8a = T, -h T„ , Quando poi re è dispari, e 

però dispari il numero dei termini ; allora la serie 
avrà on solo termine di maz,zo, cioè il termine 

ed essendo esso — lY ^ | 


So, re.®I. 8S ) il suo doppio uguaglierà la somma 
dei due estremi, onde avremo T„ ■ , =;T. -t- T 

«*T“ I I n 


II. In conseguenza dei ( n.i 86 , prec. I ) sarà 
T , •+• 3; Tjj = Tj -+- ^ ec. =; T 

a 

T „ j quando u è numero pari , ed aT 


(juando re è numero dispari , 

88. Probi. I.® determinare la somma generai» 
di una serie aritmetica. 

Sol. Mentre sia data la serie, gì moltiplichi 
la somma degli estremi pel numero dei termini 
si divida il prodotto per due, e il quoto, che 
quindi risalta sarà la somma richiesta , Avremo 


perciò S ( re,® 




(aa4- («— 

a ' * 


e posto oH-(«—i)<fc:u avremo S 


Difatti pei (I,II. re.' 81 ) si ha evidentemente 


ec. lino alla somma 


CjL T „ ^ ^ , quando « 
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pari, ed al solo termine quando n è dispar 

% 

ri . Ma nella nostra ipotesi ciascuna delle somme , 
eli» abbiamo ora poste tra parentesi è = Tj .+-T„ , 

ed il loro numero , quando a è pari uguagliai, e 

a 

quando n è dispari uguaglia • giacché ne con- 
sideriamo escluBo.il termine solitario dun- 

a 

que nel caso di n pari risulterà S = *»- T„ » 

e nel caso di n dispari avremo S := ^Tj h. 

^ ) (!•».* 67 ). 

a * 

{Dunque tanto quando n e pari , come quando n è 

dispari si avrà la richiesta somma S = (^i )"’ 

a 

e perà , chiamato « l’ ul- 

timo termine della serie. Dunque, ec. 

Che se venga data non già la serie, ma bensì il 
termine generale della serie medesima; allora si de- 
duce dal generale il termine primo , e 1 ’ ultimo, 
e poscia si prosegue ad operare come precedente- 
mente. 

S9. Scoi. 4.* I. Col mezzo delle due Equazioni 

/ \jc fa-^u)n (VI) 

i)a, ' — . ' ' 

{n.* prec.), possono sempre determinarsi due dol- 
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le cinque quantità a, d, u, n, S esprimenti ri- 
spettivamente il primo termine, la differenza, il 
termine ultimo, il numero de’termini, e la somma 
in una serie aritmetica; mentre di esse cinque quan- 
tità vengano date le altre tre . Dunque tutti i Pro- 
blemi pratici , ne’ quali la cognita , o le inco- 
gnite sono una, 0 più delle accennate quantità 
a , d ,u , n , S, saranno tali che nella loro soluzio- 
ne dovrà tenersi conto dello Equazioni (VI) . 

II. I Problemi perciò (T interesse semplice, cioè 
quei Problemi pratici , ne’ quali si considera un 
Capitale, che produce un frutto annuo, e ne’ (pali 
i frutti non danno frutto ulteriore, possono per la 
massima parte risolversi col mezzo delle indicate 
Equazioni (VI) . Supposto per esempio che un Tale, 
ricavando da un suo Capitale a un frutto annuo 
semplice d, lasci per un corso di anni w— i accu- 
mulare col Capitale tutti i frutti ; se si cerchi , 
quale sarà dopo l’accennato tempo tutto il suo de- 
naro tra capitale , e frutti ; è chiaro , che in tal 
caso P incognita sarà l’ultimo termine ut avre- 
mo « = 0 -+-(»— 1 ) . Che se, poste le precedenti 

condizioni , si voglia sapere dopo quanti anni si 
sarà accumulato tra Capitale, e frutti un certo va- 
lore ; allorà 1 ’ incognita è il numero degli anni 

n— I , ed avremo « — i =: “j— ; e se filialmente vo- 
gliasi determinare, quale debba essere il capitale, 
o quale il frutto , acciocché dopo un determinato 
numero dì anni n—s risulti nella solita maniera 
un dato cumulo w, allora essendo n , oppure </ l’ in- 
cognita rispettiva , otterremo per la soluzione del 
Problema in corrispondenza o = m— (/ i— 1)<^ , oppure 

d ^ • Se poi un’ altra persona ritiri nel pri- 

mo anno un frutto a, e negli altri anni successivi 
questo frutto si accresca per modo, che il frutto 

di * 
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<Si ciascun anno superi quello dell’ anno prossimo 
precedente di una quantità costante d , allora, se 
si domanda , quale sarà il cumulo di tutti gli ac- 
cennati frutti dopo un lasso di anni n, determine- 
rò prima il frutto dell’ ultimo anno , ohe sarà 
-H («-— i) , c poscia il cumulo, che verrà 
evidentemente somministrato dalla seconda delle 
Equazioni (VI) . 

90. Probi. a.° Elevato ciascun termine della 
serie (V) ad una potenza ^ il cui esponente sia un 
determinato numero intero ^ e positivo, si doman- 
da la somma della serie , che ne risulta , 


Sol. Supposto , che la somma •+> T 

(P) 




-4- ec. ■+• T'^ si esprima con la S , potendosi 
n 

dalla p rappresentare un numero qualunque, e sup- 
posto, che si denominino A, B, C, D, ec. i coef- 

m 

ficienti numerici nello sviluppo del binomio (T-t-ii) j 
pel { I. ra.* 85 ) vedesi , cht' avremo 

T )”* = t”* h- ' 

a V I / * I I 


ct“-’ / 


DT 


d4. 


ec. 


"r=( 


)'"=:T 


a a 


BT 



^ -f / -H ec, 

a a 

= ( T3 - = T" - &t"~' d*. BT^ 

♦ é* DT"^ à* eo. 

3 3 


ec. 

Algebra 



Ì‘ 
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i 46 Appendice all’Alcerra 
t" T H- dY= T'”-4.AT'”-V-hBT”‘“'* d* 

n+i \ n / n n n 

* CT’“-’‘^3^DT"-‘'/h- ec,; 

" n . 

e per conseguenza, a cagione di T =«, ediT 

- -*-dz=u->-d (I. ra.» 85, 71.® 88), sommando si 

otterrà 

r = AS*'”— + BS * 

CS<“-’> / H- Dsl”-^' «0. ' 

Si faccia ora m successivamente = i , a, 3 , 4 ec 
Bisultando perciò dalla £r^uazione (VII) * ’ ’ 

[u-¥-d) — a = 4S ^ ^ ; 

(an-rf)» - o‘ =27/8^'^ -t- d*é'°^ i 

{u-i-d)^-a^ - 34S^“’h- 34*S^‘^ -h ; 

(li ■^-d)*^^a*=: H- h- ; 

ec. 

successivamente otterremo 

(^(o) (ii-i~d]—a 

d 

g(0 _ — d((u^i) — o> 

s-d ' 

g(“) _ ( (»-f-<f)3 — a3) — SrffCa-i-rf) * — a*]-\-d*({u-\-d) — •) 

U 

<i(3) _ ((u-^d)4^a*) — ad((u+d)3-~a3)+d^llu-i-d'* — a^) 

4<i 

ec. 

d’onde si vede che, proseguendo, potremo nella stes- 
sa maniera determinare la somma delle po- 


1 
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(S) 

tenzo quarte, la somma S delle potenze quinte, 
e così di seguito fine alla somma di quelle poten- 
ze, che sono state richieste dal Problema . Svi- 
luppando le successive podestà del binomio u-*-d , 
e sostituendo , si otterrà con maggior precisione 
„(o) _«-+-(« — i)(f rf — a _ 



— a^—du—d^-i-ad 
id 


a * 


come nel (n° 83 ) , e così in progresso . 


CAPO SECONDO 


Delle serie Algebraiche , 

91. Def. 3. Si dicono Algebraiche quelle se- 
rie , nelle quali il termine generale T è della forma 

. „ f»— « - m— a m— 3 

A/i -f* U/i Li/i -f* U/i "4“ €C* *4“ Ju 9 

essendo l’esponente m un numero intero, e positi- 
vo , ed ì coefficienti A,B, C, D, ec. indipenden- 
ti tlal numero de’ termini n. Secondo poi la diver- 
sità de’ valori , che si possono attribuire all’ espo- 
nente m , simili serie si distinguono in diversi gra- 
di, od ordini. Diconsì perciò serie algebraiche di 
i.“ grado, od ordine quelle, nelle quali si ha l’e- 
sponente m—ì ; di grado, od ordine a.® , quelle, 
in cui m~ 2 . ; di grado , od ordine 3.® quelle , ove 

3 , e cosi di seguito; onde An-»-B, Ara*-s-Bra-4-C, 
A«^-i-Bn*-i-Cn-+-D , ec. ne saranno i rispettivi ter- 
mini generali . 

qa. Probi. 3.® Trovare il Termine generale di 
quella serie , nella quale la somma generale viene 
espressa per 



** ArpRNDice all’Algebra, 

(\ III) •+» -K VtF '+• Q/j^ -K>ec,'t'Vtt 

espressione , ove p è numero intero j e positivo i 
fcd M , N , P , ec. sono iuilipendenti da n. 

Sol. Poiché pel ( II. n.’ 8i ) abliiamo T = S 

• n 

S , pel (I n.® 8i ) otterremo 
» — 1 

^=^ 14 ^ -h N/i^^ •+• -f’ -+- ec. Mr V/r 

— (m(«— i)^-4-N (n-^if 
-4- ec.-H V («— 0 ) 

Dunque posto peli» somma data (VIII) n—i invece 

P p^i B— 3 

di 7j, e chiamato Mn ^ an -f- in cn 

ec. -H hu-^k il ri&ultato , che ne viene , sarà 
evidentemente 

(IX) T =(N — a)n*~~ -4-(P— 3)«^^ -*-(Q-^c)«^ -4» ec. -4* 

(V— il termine generale richiesto. 

Mentre i coefficienti MjN,P,Q, eo. della 
(Vili) siano numerici , potremo agevolmente trova-, 
re il precedente termine T , poiché si possono de- 
terminare i sopraesposti coefficienti M, o, 3, c, ec. k 
con un metodo pratico perfettamente simile all* in-, 
dicato nei (n.f nòz, ao6 Alg.). Posti difatti in una 
linea orizzontale i coefficienti M, N, P, Q, ec, Vj o, 
e posto alla loro sinistra e da lor separato con una 
lineetta verticale il numero — i , operando come 
nel citato ( n.® a3a Alg. ) si porti il primo coef- 
ficiente M sotto del secondo N, si moltiplichi esso 
M per — I , e sommato il prodotto -»M col sovrap- 
posto N, si collochi il risultato, che ne viene, sot- 
to del terzo coefficiente P; si moltiplichi tal risul- 
tato per — I , si sommi il prodotto col sovrappo- 
sto P, e scritto il nuovo risultato, che nasce, sot- 
to del quarto coefficiente Q, si prosegua innanzi 
nella stessa maniera , finché si è oltrepassato l’ ul- 
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limò éoeffici ènte o . In seguito si fletermìni un* 
BPConda , una terza, una quarta, ec; riga, operair- 
do pienamente come nel cit. ( /i.® ao6. Algch. ) , e 
giunti per simil maniera alla linea p-v-t esima , ì 
numeri, che nel complesso totale formano 1’ ultima 
colonna verticale, costituiranno, cominciando dall* 
estremo, è ascendendo successivamente, gl’ indicati 
coeftìcienti M,a, b,c, cc. k . Fra poco potremo as- 
ae^nàr la ragione della operazione ora accennata , 
come pur quella delle operazioni esposte nei eit.^ 
ini 3.0-6, 3Óg , Alg.);. Frattanto gioverà rischiara- 
re il metodo con qualche esempio. 

Sia S = •+- —, in . Scrìtti i Suoi 

coefficienti i,— 2, S,— 7..0 (^) |" 

zontale , determino nel modo ora indicato le4^=»i=5 
righe successive di numeri j e i numéri 17, 

arr, 1 5 dell’ ultima colonna verticale altro non sa- 
ranno che i coeriàciénti della funzione, che risulta 
dal porre nella supposta n— i invece di » , onde tal 
funzione Sarà la »*— 6 »^ -h 17»^— 27»it=* i5 . Ma pa- 
ragonando questa con la precedente generale 




' a n 




bri 




ec. 


— - , e paragonando con 

la precedente somma (Vili) la data 7», 

si ottiene M=i ; N=— a , P=5 , V=— 7, n=— 6, b=i 7, 
c = — 27, k=iS. Dunque risultando N — « = 4, 
-p — b = — 13 , V — c=20,si avrà per la formola (IX) 
T = 4»^— X2»*-*-aow— 15 . Difatti col porre successi va- 
gente »=i,a,3,4, ec. ed operando per maggiore 
fpeditezza come nel ( re.*' aSa Alg. ) , si ricava 

T =-3,T =9>T =45, T =i29,ec.; 

1 a <> 4 

S =- 3 , S =6, S, = 5 i,S =i0 o, ec., 

C vedesi attualmente essere in realtà — —3 — S , 

T -H T =-3-h9 = 6 = S ,T T •+• T = 

I a a 1 a » 

3 ^ 9 4 "^ — ^ ^ ^ ee. 

ó 


« 
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Se fosse stato S = -t* scritti in (X) 

ì coefficienti di questa Sj col porre pinsta il ( ra.® a5a 
^ìg.) tanti zeri in luogo dei coefficienti di quei 
termini che mancano , opererò come precedentemen- 
te , c risulterà in corrispondenza T=iore^— 36«® ■+• 
44'^'* — 26«h- 0) come difatti apparisce, ricavandosi 
da queste funzioni 

= I , = 5, Tg = i65 , = 865, cc. 

^ 6 ec. 

— j|i,— 2, 5,-7, o — 1[2,— 4, o, o, 3, o, 

i>““3, 8, “i5, iS a, —6, 6,-6, 9 j““9 

tj~4> *2, --27 a>— 3 , 14,—ao, 29 


I, — 5 , 17 


a,— IO, 24,-44 


I, —6 


a_>— 12 , 36 


I 


a ,— 14 


» a 

93. Scol. 5." I. Supposto p—i^m , osservo, che 
nella funzione (IX) di numero wi-+-i saranno i coef- 
ficienti N— a, V—b, Q— c, ec.— A:, e che in essi di nu- 
mero m sono le quantità N, P, Q, ec. V, di nume- 
ro m•^-I le a, b, c, d , ec. k; ma quelle altro non 
sono che i coefficienti della (Vili) , toltone il primo 
M , e qu este dipendono pienamente da’ coefficienti 
medesimi , compresovi esso primo M . Dunque po^ 
tendosi sempre considerare indeterminati gli accen- 
nati m-4-1 coefficienti della (Vili), tali potranno 
porsi sempre eziandìo quelli della (IX). Ora i coef- 
ficienti della (VII) sono ancor 'essi di numero m-t-i . 


» 
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Dnnqne quaìanque siasi il loro valore , potremo 
sempre determinare i coefficienti della (IX) in mo- 
do che essa (IX) divenga identica con la (VII) , e 
cosi se si supponessero indeterminati i coefficienti 
A, B, C, ec. di quest’ ulti tna funzione, e non tali 
quelli della prima , potremo sempre determinare 
essi A, B, G, ec. in guisa che la (Vìi) diventi identi- 
ca con la (IX) : ma la (VII) non è che il termine 
generale di una qualunque serie algebraica («.“91), 
dunque , tale essendo ancora la (IX), ne segue, che 
la (Vili) esprimerà la somma generale di una qual- 
sivoglia di tali serie (n.® 92). 

II. Quindi si vede che la somma generale di 
una serie algebraica è anch’ essa una funzione di n 
intera , e razionale , nella quale 1’ esponente mas- 
simo supera di un’ unità il massimo esponente del 
termine generale corrispondente ; e perciò la som- 
ma generale di una serie algebraica di i.®. odi 2.®, 
o di 3 .® ec. grado (n.® 91 ) sarà una funzione di n 
intera, e razionale in corrispondenza di 2.®, di 3 .®, 
di 4.® ec. grado . 

94 * Problema 4 >“ Data la funzione (VII) termi- 
ne generale di una serie algebraica se ne cerca la 
somma generale . 

Sol. Poiché , essendo di grado m la serie data 
( n.® 91), la sua somma generale deve essere una 
funzione di n intera, e razionale, il cui massimo 
esponente è m-»-i ( II. re.®/>/-cc. ) , supporrò, che tal 
somma sia la 

S = Mn -t-N» -t-P/i -+-Q/1 -t-Rn -t-ec. 

Vn-t-Y, 

e non si avrà in essa a far altro , che a determi- 
nare i coefficienti M , N , P , Q , ec. Y . Per que- 
sto fine colloco in luogo di n la quantità n— t , o 
siccome deve risultare sempre S — S = T 

n n— I 

(II. «.* 81) , ne verrà, qualunque sia il valore di n. 



i5» 'Appendice all’ Alceura 

m .««■ w+* »T itt ^ m*— I _ m — a „ m^S 

T =: (M« N«”* -f- P« Q.» - 4 * R/i -** 

CC. * 4 - V«) — 

{M(/7- I ) ' -I- N(/7- I ^ P(«- 1 ) 4- 

Q(«— i)”* V(«— x)) 

. m „ m — I _ m— a _ m — 3 , 

Art -f- Brt -+■ Crt -+- Drt -4- ec. -♦* il , 

e però, sviluppate le diverse potenze del binomio 
rt— 1 j e paragonati i termini omologhi , otterremo 

(m-H I ) M=A, mN - (/n- 1 )P - ’I^Jl N 

M = C. p 

a . 3 ’ ' ' ^ a 

m(m— i)(m— a) ^ (m4-i)(m)(m— _ jj 

a . 3 a . 3 . 4 *— > • 

Eqoazioni , le quali sono di numero m-i-i , e tutti 
ci somministrano i valori dei primi to-4-i coefficienti 
della (XI) •, li determino adunque , li sostituisco in 
essa (XI) , e non rimanendo più a determinarsi , che 
r ultimo coefficiente Y , osservo , che , posto tanto 
nella (XI)^ come nella ( XII ) n~i si ottiene 
S = M+N-4-P-t-ec.-4-V-HY, T =M-t-N-t-P^c.H-V , 

I X 

ma pel (I. n.® 8i ) dev’essere . Dunque 

risultando M-*-N-t*P-4»ec. -4*V-*-Y:=]VT-t-N-4-P-4- ec. -hV , 
ne verrà Y=o , e però la somma generale richiesta 
sarà sempre mancante del termine privo di n, co- 
me difatti si suppose nella (Vili) ( n.® 92 ) • 

Cercando attualmente i valori de’ coefficienti 
M , N ^ P , ec. , poiché si ottiene 
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Mit-— 

m+» 

a rn 

P = -^(N-^M) 


<3i5pi|P-i(N- 

8 = SÌ2(Q^) GP->-^M|)).k^, 

U ==^{P-^(Q-^(P-f (N-^M))|)^. 


3 

m 


m — 1 
m-^i 


M )) + 


D 


m— a 


È 


(Xllt) 


»*«— 4 


«c. 


T(*ggo essere Questi valori dotati un cettò andà% 
mento cosante facile a riconoscersi, per cui gl’ in* 
dicati coefficienti si possono non diflìcilnaeute de* 
terminare nella seguente maniera’* 

Si scrivano primieramente in (XIV) in utìa li* 
nea orizzontale tutti i èoefficienti del dato termi* 
ne generale (Vii) divisi rispettivamente pei nume* 
ti /«H^i ^ Th, m-^i , m-*a , ec. posto quindi in una 

veconda riga si scrivano di seguito 1© 


('W+OM (w-f-OM (m+;i)M (ot+i)M , 

quantità , g — , — ^ , g > 

— , ec-, e sommata la prima di queste col 


sovrapposto coefficiente , si ponga in una terzi 


nga 


(TO-if-i)M B 


= N. Dal valore còsi trtìovato di N 


gottraggansi successivamente le quantità della secon» 
da riga 


(to-ì-i)M (m-f-i)M (rn-4-i)lV[ (m-Hi)lVI 
- _ , — * 


ec. 
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l54 Appestice all* Algebea 
>i scrivano di seguito al valore di N i valori, cile- 
ne risultano, e che per brevità denomino N', N", 
N"", N'®, ec. : moltiplicati questi tutti per m , t 
divisi rispettivamente per a , 3 , 4 9 ^ 9 ec. , si col- 
loehino in una quarta riga i risultati 


TnN' 


mN" 

T" ’ 


mN** 7»N"® o-' r 

— ; — , ‘-■ V - , ec. Gio fatto si sommi 


col sovrapposto ‘ ottenendosi da ciò 


a 

wN' 


4 - ~ ■■ = P , si ponga tale Equazione in una 


linea quinta , e presso di lei si pongano i risulta- 
ti , che nascono sottraendo successivamente da que- 

Sto P le precedenti quantità — ^ , ec., 

e che per brevità chiamo P*, P”, P'”, ec. , si col- 
lochino in seguito in una sesta riga le quanti- 
tà , che si producono m'oltiplicando ciascuna delle 
P' , P" , P'", ec. per m-^\ , e dividendole rispet- 
tivamente per a , 3,4.» ^ unita la prima di 

esse col sovrapposto > si ponga in una setti- 

ma riga 1 Equazione - — ^ — i- — Q, e appres- 

to i valori , che si hanno col sottrarre da Q i va- 


lori 


(m— i)P" 


ec. , e che denomino Q', 


3 > 4 

Q", ec. Si moltiplichino poscia questi Q', Q', ec. 
per TO— 2 , si dividano rispettivamente per 2 , 3 , ec. 

e scritti in una riga ottava i risultati , 

5 , ec. e sommato col primo di essi il sovrappo- 

E . . . . (m— a)Q' 

•to , 81 scriva in una riga nona ^ 
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-J?— = R I e si prosegua avanti sempre con la 

stessa regola , finché si siano esauriti i coefficienti 
posti nella prima linea; e così operando, appari- 
sce dall’andamento dei valori (XIII), che tutti si 
ottengono i chiesti valori dei coefficienti M, N, P, ec. 


TO-f I 


B 

m 


C D 

y 


’ m — I ’ 7 »— * m — 3 


-4 > 


m — 4 


- = M,: 


(m-t- 1 >M 


m' 


toTM* 


(XIV) 


m- 


a 


3 ’ 

“4 *" 

5 

> 

6 » 

N', 

N" , 

N"' 

y 

N'” , 

toN* 

iraN" 

mN" 


wiNr® 

~T~ ’ 

■"3 ’ 

4" 

y 

5 * 

= P » 

P' , 

P" 

y 

, 

(ne— 

i)!' (m 

— i)P" 


(nt— i)P"* 

a 


3 

9 

4 ' 

D 

“0 

Q' 


0" . 


V y 

s 

NI * 


(m — 3 

)Q‘ 


(m— 3.)Q* 


a 


y 

3 ' 

(m— a)Q 

' _ E _ 

:R 


R', 

a 

^ TO— 3 ' 

y 


(m— 3)R* 


(m-3)R^ • F _ 

a “*'m— 4 * 


ec. 


Sia per esempio T — 4^* — 7 »* -+- ara* — lora* 

Sra — 9 ; effettuo qui sotto nel modo ora accennato 
1 * esposto calcolo , e risultandoci , come si vede , 

M=-2- N—— P— - — jI n — R — 


/ 
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8 i avrà in corrispondeiizà 


-|- ( loh* •¥■ 971* aon^— 70/1^ — 3 S«**“ 119») 

T, 


- 4 •— 7 , 

6 * 

Às&_i*±M,±i 

6 ^ ^ 

A 6 ó 


T * 

I* ^ 
* 


IO . 5 ■ 
X * a 


±> 

5 

5 


ao 

À 

la 


aS 

té 

o 

ao 


tt 4 ^ ^ A,r:P, ^ 

4 3 ’ 36’ ^ ’ 90 


60 
65 , 

9 ’ 45 ’ 

ra 25 .— — ll-sQ _ 145 

^ 145 

a-2|5 + As.xJr 

3o a 3 

2 ^--2js_ 
90 1 

9$. Proifì. 5 .® Dati to 4 -i termini d* una serie 
algebraica di grado m truovame il termine genera- 
le . 

Sol. Siano T , T , T , ec; T i ter- 

mini dati, ove sono cogniti eziandio i numeri n', 

n" , n"' , ec. Supposto essere (VII) (re.® 91) 

il termine generai domandato, ove considero inco- 
gniti ì coefficienti A , B , C , ec. , si sostituiscano 
in esso successivamente in luogo della re i numeri 

n' , n". ni" ec. 7»^”*^*^ j ne verran le Equazioni 


-- 5 -S 

t 

^ A 
6 > 
a 

” 33’ * 

a 

3o » 

ili 

90 * 
90 

, 3o6 , 

■ - 3o6 I 

il, 

90 

IJ 9 
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m w — I m — a to—»3 

An' ~hBn' -hCn' ^D/i' -4-ec.-+.L=sT , 

il 

771 »7l-r— 1 TJV'y^a, 70^*3 

Ati” ^Bn‘' -+,Grt" h-D/i" H.ec.-4-L^T^., 

m 771— r m— -a j?i^3 

An'" h-B/ì' * *C«'“ ^cc.-apL = T 


ee. 

le quali saranno evìdentenxente di numero m -t- 1 ; 
ma di numero m -t- t sono ancora i coefficienti 
A, B, C, D, ec. L(. Dunque tante essendo le Equa-, 
aioni , quante le incognite , potrò ool mezzo di 
quel4e determinar queste, e canosciuti così i coef- 
iicienti A , B , G , ec. della funzione (VII) , deter-i 
minare la funzione medesima ^ ed ottenere quindi 
il domandato termine generale . 

Sia per esempio tw 3, n’ = i , re" “ a» n’" 3 , 


n 




Avendosi da ciò le Equazioni 
A-^B- 4 -G- 4 -D~ — I , 8 A 4 ® ^ D — ^ 8 j 
37 A-h 9B-«-3C-«- D = -<- 1 , 64A-+-.i6B-»-4G"*"II — 3a, 
con le successive sottrazioni si otterranno le altro 
7A-1-. 3B-hG =5 — 7, iqA-»- 5B -H G — 7, 37A 7B -4» 
G — 33, quindi le laA-naB— 14 , tSA-t" aB =: 26 , 
e finalmente la 6A = i2, donde avendosi A = a col 
retrocedere truoveremo B=z— 5, G = — 6, D^S, 
e però T = a . * 

Se i! numero dei termini dati fosse 
allora è chiaro , che il Problema sarebbe indeter- 
minato, 6 sarebbe più che determinato, se l’espo- 
sto numero de’ termini fosse >77 i-hi . 

96. Tcor. a,® Nelle serie algebraiche del gradq 
m la differenza mesifiut (ti.* 82) è sempre una quan- 
tità priva della detterà tj, q quindi è di valore 
costante . 

Df/w, Sia (VII) (t7.®9i ) il termine generale del- 
la serie data j jicl (».°8a) si avràiD = T„^j— T,j 


(XV) 
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m m m — i m— j 

s: A ((«- 4-1 ) — n —n ) 

m — a m— a 

-4-C((/i-4-i) — n )-♦- ec.-*-((ra-4-i) ■—«). Dunque 

effettuate attualmente le elevazioni del binomio 
alle indicate^ potenze OT, m—i, m—s., ec. , effettua- 
te in seguito le opportune sottrazioni, e riduzioni, 
e chiamati finalmente per brevità a, b, c, ec. i 
successivi coefficienti delle varie potenze della n, 

risulterà evidentemente D — an"* 

H- ec. , e per conseguenza la differenza prima cor- 
rispondente al termine generale T,jdi una data se- 


rie algehraica del grado m , non è essa pure che 
il termine generale di un’ altra serie algebraica 
del grado m — i. Ora quale è D rapporto a T , 
(a) n 

tale è D rapporto a D ( n.® 82 ) : dunque deno- 
minati a’, b' , c', ec. i coefficienti delle diverse 

(a) ^ (a) 

podestà della n nel valore di D , si avrà D 

m— a m — 3 m — 4 

sr o' b'n •+■ c'n ec. . Per la stessa 

ragione, denominati rispettivamente a'',b",c", ec. ; 
o"'> b”'j c"', ec. ; a”, è'*, c", ec. ; ec. i coefficien- 
ti delle varie potenze della n nelle successive dif- 
(3) (4) (5) 

ferenze D , D , D , ec. , vedesi dover essere 
(3) *771—3 m — 4 771—5 (4) 

D = a"n -+- b"n c"n -*-ec. , D = 

771—4 771—5 77J— 6 (5) m & 

a"'n •*-c"’n -^-ec. , D z=.a"'n 

771 — 6 771 — 7 

-+-ec, ec. Dunque essendo m 
numero inteto, e positivo ( tj.® 91 ), dovrà final- 

(7») (77» j) 77» — -77» (77» 1) 

mente risultare D =a n =a ; ma 
(77») ^ _ (m—i) 

D è la differenza mesima di T,, > a è una 


\ 
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quantità priva aflàtto della n , e però di valore 
costante, poiché la variabilità dei successivi ter- 
mini procede dalla variazione della Dunque, ec. 

Sia per esempio in (XV) la serie (A) il cui 
termine generale è n*— 5 n^-t- 6 n’^—ion — 6 . Truo- 
vate in (B) le differenze prime , in (C) le secon- 
de , in (D) le terze , ed in (E) le quarte , vedesi 
essere quest’ ultime tutte eguali fra loro , come 
diffatti deve , per quanto si e dimostrato , accade- 
re, essendo la supposta serie di 4-“ grado. 

(A) — 16, — a8, — 38, — 16, 92, 364 , 902, i83a, ec. 

— 16, — a8, — 38,— 16, 92, 364, 902, ec. 

(Bj — lA, — IO, *3, 108, 273,538, 980, ec. 

— 13, — 10, 33, 108,373, 538, ec. 

(C) 3, 3a, 86, 164, 266, 393,' ec, (XV) 

3, 3a, 86, 164, 366, er. 

* (D) So, 54, 78, 103, 126, ec. 

3o, 54, 78 , ioa, ec. 

(E) 34, 34, 34, 34, ec- 

97. Stol. 7. 1. Da quanto "si è detto nel {n.’^prec.) 

(m-i-i) (m) (w— ») 

apparisce , dover essere D = o , D —a > 

(OT— x) (in— a) (w— a) {m—a) (ni— 3) 

D =a n-*-b ,D rwt n* ■+> 

(m — 3) (m— 3) (m— 3) (m — 4) 3 (w— 4) 

b n-^c ',D n -^b 

(m— 4) m— 4 , , ('»—?) ('«— P— 0/» 

e n-t-d , e in generale, D —a n -4- 

(nx— i>— i) p—i (m—jf—i) p— a (m— p— 1) p—3 

b n -hc n -*-d n -t- 

ec. ^ • '. . . . 

II. Conosciuti in (XV) i primi termini —16, 

— 13, 2 , 3o , 24 delle linee (A), (B), (C), (D), (È) , 
potremo prolungare la serie (À) quanto si vuole, 
senza avere ricorso al corrispondente termine ge- 


Digitized by Google 



«6e Appendice ali.’ Algebra 
serale. Scritta difàtti in (XVI) in una linea orlsh 
contale (E) la differenza ultima ^4, e ripetuta quan- 
te volte si vuole ^ si ponga in una seconda riga 
(D) sotto del primo 24. la differenza penultima 3 o, 
ei sommi questa col sovrapposto 24 e il risulta- 
to 54. si oollochi in linea nella seconda colonna , 
così si ponga nella terza colonna il numero 78 , 
che risulta dal sommare il precedente 54. col 
sovrapposto 24, ; e per tal guisa si prolunghi 
quanto si vuole la seconda riga (D) . In seguito si 
scriva nella prima colonna sotto del So in (C), 1 * 
antepenultima delle differenze date , cioè il 2 ^ e 
sommato questo col sovrapposto 3o si collochi in 
linea sotto del 54 - il risultato 32 , nella terza co- 
lonna sotto del 78 pongasi il numero 86. , che si 
ottiene dalla somma del precedente 82 col sovrap- 
posto 54; e così si prosegua, e si prolunghi a pia- 
cimento la terza lìnea (C). Scritta in egual manieia 
nella terza colonna, e nella quarta riga (B) quella 
tra le differenze date, che precede l’antepenultima , 
cioè il numero ■!- 12, pongasi pfesso di lui il — 
IO , che risulta dal sommare esso — 12 col sovrap- 
posto 2; e così presso del — io , e sotto dello. 86 
si ponga il 22, che si ottiene dall’ unire col sovrap- 
posto 32 il precedonte — io , e per sìmile mo.do 
si formi, e si protragga, guanto piace la linea (B). 
Finalmente posto nella prima colonna , e nella ri- 
ga (A) il primo numero dato— 16; si scrivano ap- 
presso in linea i numeri - 28,- 38 , ec. che ri- 
sultano in corrispondenza dal sommare il — i6 qoI 
sovrapposte —12, il —28 col sovrapposto — io, c 
così in progresso , prolungando essa linea (A) quan- 
to si vuole . Ciò fatto dal semplice confronto de’ 
modi con ì quali sQnosì ricavati i numeri (XV) , 
e gli altri (XVI) , apparisce , che questi altro non 
deggiono essere, che quelli ottenuti inversamente, 
cioè in gnisa , che mentre in (XV) diti termini (A) 
della serie si passa alle diifereiize prime (B) , po- 
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«eia alle seconde (C) , ec. fino alle costanti (E) ; in 
(XVI) al contrario dalle costanti (E) si passa alle 
differenze penultime (D) , -poscia alle autepenuhi- 
me (C) , e cosi di seguito fino ai termini della se- 
rie (A) , la quale vede«i, che si ottiene, e si può 
protrarre quanto piace indipendentemente dal ter- 
mine generale . Quanto si è detto , e praticato in 
questa serie algehraica apparisce potersi dire egual- 
mente , e praticare in tutte le altre . 


(E) 

M. 


34, 


M. 

ec. 

(D) 

3 o, 

54, 

78. 

ioa. 

126, 

i 5 o, ec. 

((^) 


3 a, 

86, 

164, 

266, 

392, 542 , ec. 

(B) - 


— IO, 

aa. 

io 8 . 

272, 

538 , 980, 147^) 

<A) - 

16, 

■"T" 

— 38 , 

— 16, 

92, 

364 , 9 °“> i 83 a, 33 o 4 , 


98. Probi. 6.® Dato il termine generale (VII) 
di una serie algehraica determinare l’espressione 
generale della sua differenza mesima , quella delle 
sue differenze m^\ esime ^ l’altra delle differenze 
m — 2 esime , ec. 

^ Sol. I. Cominciam dal supporre ; che nella 
(Virp esista solamente il primo termine, e sia per- 
m 

ciò T = Ara .In questa ipotesi , poiché risulta 

zn m m 

T„=A« , T„^_j = A(ra-i-i) , T„^^=A(ra-H2) ,ec.- 

m 

T = A(ra-+-p) , col sostituire questi -valori nel- 

la serie (IV), con lo sviluppare le potenze (ra-i-i) ; 
m 

(ra-1-2) , ec. , e col ridurre otterremo 

(n) . m I 

( Pra — razP'ra — 

m — *3 


D = A 


r ra — 5- • r n. 

3.3 , 3.3 

Algebra f i. 


(XVII) 
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m(m—j) (m — a) a {m — i) 


n 


—mi? 


I («)\ 

n-? 


supposto avendosi 
« ^ P{P-') ^ ± I 

P = 1 — />-*- — - — a. 3 -«-ec. ip^a: I 




p{p—i)(p — a) 

■ ^3 XS—ec.±:p(p—ì)zpiXpi 


P"=pX 1*— ec.db^(p— i)*q:iXjo* 

P'"=z p Xi*— -^ X3^—ec.dy(/?~i)^=pi X/>* 


(XVIII) 


ec. 


(m— 3) m— 4 p(b — i) w— 3 p(p^iYps) w— 3 

P =j3Xi T“Xa X3 - ec, 

wx— 3 ITI— >3 j 

Zizp{p-i) 4 : 1 X/? 

p'”-%xr 


m— a m — a 

Ap(p-i) ^iXp j 

p =/>X* i Xa j;g Xd — ec. 


m— 1 m—x 

:^p{p-i) =FiXp , 


(m) 

P =pXi 


m 




m 


Xa -*• 


Xi>— 0(/>— a) ”* 

■ ^ X3 


a.3 


ec. 


m 


=*=p(P“* ) ^ * Xj? , ec.; 
e prendendo i segni superiori , quando è pari , 
gl’ inferiori, quando p è dispari. Si denominino 

^(m) » i)’ ^ (w— i) » ®®' > ^(w— a) » 
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a) ciocché divengono le quantità (XVII!), 

quando si fa rispettivamente pzzm, m—\, m—iy 
ec, , e sia in primo luogo p — m. In questa ipote- 
si la (XVII) diventerà 

(m) / m m—i (wi— i) 

=±AIP n —mP' n —ec. — mP re— 

' (m) (m) (m) 

p(w) \ l«) 

(m) fi valore 'della D non deve esistere 

la re (re.° 96) . Dunque dovendo nella (XIX) svanire 
tutti i termini, che contengono la re, e ciò qualun- 
que siasi il suo valore, pei (re.*aoi, zot.. Alg.) do- 

(m— 3) 

vrà essere P =0, P' =ó, P" =0, ec.P =0, 

(m) {m) (m) (w) 

(m — a) ('n—i) ('») 

P = o , P = o , e rimarrà D = ± AP , 
(w) ("0 (m) 

^ m(m-rni) ”* m(m — iKm^ — a) 


ossia 


V"*; / 

;ia D zzzpAf 


mXi — 


Xa H- 


a.3 


m m m ^ 

X3 — ec. :fc /ra(m— i) zpiXm 1 , non essendo 

(w) ' 

P = o . 

(rei) 

II. Riflettasi quivi , che il discorso fatto pre- 
sentemente è vero, qualunque sia l’intero positivo 
Tre , non essendosi a questo m attribuito alcun va- 
lore determinato. Dunque posti in luogo di m i 
numeri m — i, m— 2 , m — ò, ec. , dovrà in cor- 
rispondenza essere ancora 

^ (m-a) 

P = 0 , P' = 0 , P'' = 0 , ec. P = o; 

(rei — i) (ni — i) (rei— 1) ("* •) 

(m— 3) 

p = 0 , P' = 0 , P" = 0 , ec. P = 0 } 

(rei— a) (rei—a) (m— 2) (rei“a) 


(XIX) 
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p =o, P' = 0 , eo. , (w— 4> 

(/»— 3) P ^ ®» 

(m— 3) 

{m—q) 

e COSÌ di seguito , onde in generale sarà P 

r: o , ove y, ed r sono due nunaeri interi, e tali, 
elle q non > ?/* , ed r > o . Perchè poi , a cagiono 
(m) 

di D =: quantità costante ( ra.“ 95 ) dev esser© 

(m^i) p , • 1 

P = o , D = o , ec. e facile a vederci che 

(m-hg) 

sarà ancora P s: o , onde qualunque sia il 

(m4 y+r) 

valore della q positivo , negativo , o zero , sempre 
("»—?) 

è vero , che P s:: o . 

(to— ( y— r)) 

Si faccia in secondo luogo p=nt— i; per quan* 
to si è ora detto, dalla (XVII) ritrarremo 
(w— i) (to— I) (m) 

D ZZZ^kl 7wJP 71 -H P J • 

V (tt*— 7) (m— I) / 

Così ponendo in seguito , e successivamente p ~ 
m — 2 . , 7 » — 3 , ec. , ne verrà in corrispondenza 
('«—a) . / \ Jto— a) JTO— 1) (m) 


l#/* f , V 

D =:;:Afj:ii^P 

^ V * (m-. 


» 


(m— 3) 


UnpA 


a.3 


V 


(TO— l) 

■TWP 7» 

(«— 3) 


a) 

( to — 3 ) 

’ 71'' 

(»i-3) 

( to ) 

? 

(71t~3} 


mP w-i-P 

(to— a) (w— a) 


-J 


7«(to — t) 


(OT— a) 

P ^ 

( to — 3 ) 


) 


ec. 


Sia per esempio T = ti^ . Applicato a questo oaso 

7J 

particolare il calcolo ora esposto in ‘geaerale, poi'^ 


i* A R T K lì. l65 

tìvè a cagìoiie di m — 3 si ha , = 3.i* — 3.a* • 



(a) 


JS = 6 , 

P 

(^) 

= 2.i‘-2“=-à, P^^ = a.i 

(0 


(“) J3) 

P ìt, 

.1 == 

I , P = x.l“= I > P = ^ 

(') 


(») (^) 


Si 


troverà ^risultare ^ 

(■^) . (*> ('). 

D =6,D ±: óra 4-6, D = 3ra* -s- 3ra -4- T . 

ìli. Consideriamo il dato termine generale (VII) 
in tutta la sua estensione . Poiché 'quanto si è det- 
to nei \ precM, II ) relativamente alle difièrenSse , 

m 

che riguardano il termine Ara , si dice in egual 
modo rapporto alle difFerénze di òiascune degli al- 
rri-^i m — a m — 3 

tri termini Bra , Cra , Dra ,ee., e poiché 
la (ìiflerenza della somma di più termini uguaglia e- 
Videntemente la somma delle differenze dello stesso 
grado de’ termini medésimi, ne segue, che dovrà essere 

d'’ =±a( P»”- n,Vn~' - _ 

• a, 3 

, ('«-*) ("»-0 (m)\ 

_7n(^0p ra-P ) 

a ^ 

p„ -(m-i)P'ra . ec 

( m— i w— 3 (m— 3) (w— a) 

Pra — (m— 2 )P'« — ec. — (/ra— 2 )P ra— P 

/ m— 3 \ 

:t D VPra - ec. - P ■ / 

' ec.- 


(XX) 


) 
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c facendo successivamente p — m, m—i, m— a, 
m — 6, ec. , m — q, pel (prec.l.) risulterà 
(m) (m) 

D ==i=AP , 

(m) • j 

( m ~ i ) 


(m—i) . (m~i) 

D =::pfmAP «h-AP 
V (m— ,) 

(TO-a) / (m— a) /' , 

D AP ■ „.* („AP 

' (to— a) \ ( 


(m) (m— i) 

-♦-BP 

(w«— i) (m — i) 

(m-i) 


)■ 


(m— a\ 

(An-i)BP V 

(ot— a)/ 


(to — a) ^ \ (m— a) 

('«) (m— i) (m— a)v 

t«-t-AP h-BP -i-CP \ 

(m— a) (m — a) (m — a)/ 


^ ==P /^w-i)(m-a) 

' ^-3 (;»_3) V » (m- 


(m— a) 
3) 


h(!2=lK!!LrilBp'” 

“ (m—3) / V (w— 3) 

(m-^a) (/Tti — 3)» (/n) 

• (m— i)BP a)CP Jn-t-AP 

(w — 3) (rn— 3) / (m — 3) 


(rn— 3) 

(m*— i) (w— i) (m—3) 

-»-BP -hCP -hDP 
(m — 3) (m — 3) (m 


1—3) . 
t-3)/ 


(m—q) 




ec. 


m(w— i) . . . (to— ^ 

/IX fi, 

..•q 


( m — q ) 


( m(w— i), .fm — y-l*'*) (m — i)(w-— a)...('w— y-t-?) 

(m-y) =*.3...(j-i) 

(to— j) 


( m — q ) \ 0—1 / ^ 

BP ) » f wfa— r)...(w— ? 

(m— j) • \ a,3...(j^tó^ 
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Parte IL 

(m—q) %.i..\q~a,i 

X CP 


( («— l) 

mAP 

(m—q) 

(/7i— y+“l)GP 


In 
-J) / 

ec. 

(m — a) 

, , J”*' 

-»-(/7t— l)BP 

■+■ (m— 2 ) p 

(m—q) 

(/»■ 

(m—q) \ l 

. H 


AP .».] 

(m—q) l V 

(m—q) 


BP 


■ec. 


(m—i) 


CP 


(m — a) 


(m—q) 


• ec 


(w-fl) 


l»»— ?) \ „ 

I. IP I . Supposto per esempio 

(m—q) f 

T — 3»^-4- — 7/1* io , si truoverà con 

( 5 ) ( 4 ) 

l’accennato calcolo risultare D =120, D =i2on 
( 3 ) (2) 

-t-i68, D = 6on* -f- io8« -4- 72 , D = 207i^-i- 2471* 
(«) 

•+« 28» -I- 4 » D =: 5/t* — xn? 7/1* — 6/t — 4 • 


99. Scol. 7.® I. Avendosi P = (i — i) j purché 
sia p>o, avremo sempre P=o . 

II. II Problema del (/i.^qS) potrà nei casi par- 
ticolari risolversi col metodo adoperato nella solu- 
zione del Problema del (/t.®95) . Volendosi difatti 
l’espressione generale delle dilferenze , per esempio 
seconde, nella serie ( À. XV ) supposta ad esempio 
nel (/t.®9Ó), comincio dall’ osservare, che siccome 
la serie è di grado quarto , 1’ espression domanda- 
ta dovrà essere di secondo : formata quindi l’espres- 
sione M/t* -»- N/t -t- P, pongo successivamente n — t, 
A, 3 , ed essendo a, 82, 86 , le corrispondenti 
dilferenze seconde (G. XV), che suppongo di ave- 
re già ritrnovate con le successive sottrazioni, for- 
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nio, operando come nel (n.°q5 ), le tre ErfnazionI 
M-^-N-^-P = 2J 4M-f-2N^P=^2, 9M-f-3NH-P 
= a6 , eri avremo da ciò 12/1*— 0/1 — 4 P®^ chie- 
sta espressione . 

100. Probi. 7.° Data 1* espressione generale 
delle clilf’crcnzo pcsime in una serie algebraica del 
grado m , determinare il termine generale della 
serie medesima . 

Sol. I. Sia pzzm. Dovendo in questo caso la 

(/») 

corrispondente differenza D essere indipendente 
da n ( //.® 96 ), sia a il suo valor dato j avremo da 
_ ("») 

ciò D zz a \ ma supposto rappresentarsi dalla 
funzione (VII) il termine generai , che si cerca , 

. (w) 

qualunque essa sia deve sempre risultare D 
im) {m) 

AP (XXI. /!.« 98 ) , ove per le (XVIII) la P è 

('”) ( to ) 

quantità cognita , ed ove si deve prendere il se- 
gno superiore , quando m è pari, l’ inferiore quan- 

(”*) 

do 771 è dispari. Dunque avendosi q:AP —a , e 

(m) 

pero A = ~(m) ’ questo - coefficiente del 
^(m) 

primo termine generale , ma qualunque siansi i 
*• m — 1 m — a 

coefficienti degli altri termini B/i , Cti , 
ec. ^ essi , scomparendo sempre nella differenza 
mesima^ lasciano che il valore di tal differenza sia 
sempre la stessa a\ dunque nel termine generai 
che si chiede , potendosi a questi B , G, ec. attri- 
buire un qualsivoglia valore ad arbitrio, e soddis- 
facendosi sempre alla condizion , che si abbia 

D =ra ; ne segue ^ che infiniti termini generali 
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corrispondenti ad infinite serie di grado m hanno là 
medesima dilTerehza mesima ; e che tutti questi 
termini vengono compresi nella formola 


m _ ‘ / 

a m—i m—o, 

^ -+-C» -t-ec.^-L, ove i coéffi- 

p 

ciènti B , C , ec. li possono acquistare un valore 


qualunque 


Xm) 


Sia per esempio a = 4a , m=z 3 , onde — 


• > ', ' "f" 

S.i3— 3.a*-i-3* = 65 risultando da ciò A=— ^ — 

P 

(m) 

^ “ 7 , ne segue , ohe la formola dei termini ge- 


nerali in tutte le serie algebraiche di terzo grado , 
nelle quali la differenza terza sia 4^ , è 7ra^-+-B/j,* 
-4* Cn 1^ • 

(ni— i) 


li' Abbiasi p±m—\, e per conseguenza D 
'=.an^h (I. w-*97), ove a, h, si pongono quanti 
tà note , sia la espressione generale proposta dello 
differenze m‘—'i esime . Supposto ancora in qncsto 
caso , che la (VII) rappresenti il termine generalo 
richiesto, per le Equazioni (XXI. ra.° 98), dovrà esser© 


(m - 1) 

/ mAP n • 

V Q «-0 


(m) (w —0 

AP -**BP 

(m— 1) {m 


— I)/ 


an ■ 


•ò, e. 


(m— I) y yrn) 

però ± mAP AP -hBP 

^ ('»—>) ' (7«— i) (m—iy 


{m) 

) 

(m- 


(m— t)v 


b, prendendosi il segno — quando m — i è pari , ed 
il segno •+- , quando m— i è dispari . Ora da que- 


\ 
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ite due Equazioni si ricava A = - 


mP 


(m— I) ■ 


R = :?= 


(»*“*) (w) 

mbV — flP 

^ (mr—ì) (m — i) 

('»— 


(m— i) 


(m— 1) (w) 

mJP -cP 

^ (m— 


Dunque 


mP 


> 

(m— a) 


m 

n :p 


mP 


(w— I)» 
{»»— i) 


:>L' 


m— t m— a 

-*'C» 


771 “—3 
'D/l 


eci 


‘ *4- L sarà il termine generai domandato , il quale 
non avendo determinati che i primi due coefficienti , 
mostra che ancora in questo secondo caso infinite sono 
le serie algebraiche di grado m, che hanno per le 
differenze m—iesime la stessa espressione an-t-b, 
e che i loro termini generali vengono tutti com- 
presi nellà truovata generale espressione . 

Posto m=4, sia per esempio a4n-K>6 l’espres- 
sione delle differenze terze . Per le (XVIII) aven- 

(3) (4) 

dosi P^gj s: 3 . — 3.4® -t-3® =6, P^^^ = 3 . i* — 3 .a4 


-I- 3*= 36 , ne verrà — 5/i® ■+• Gn*-*-Dn-t- E pel 
termine generale richiesto . Paragonando ool pre- 
sente il termine supposto ad esempio nel {n. g6), 
vedesi non essere quello y che un caso particolare 
di questo . 

III. Facciasi paan — a', e sia perciò an* -t-bn-t-c 
{I. R.° 97 ) l’ espression generale delle differenze 

m — a*^*”** . Paragonando questa col valore della 
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jj('” esposto nelle (XXL n* 98), poiché risuU 

— a) r (m—i) 

*(m-0 


ta 


m(m— I) 

a (nt' 


n' n 

Li/l ’^U/i 


(OT— ajv y ^m; (m— i) (w— a)v 

BP )=i,:p(AP. ,^-BP ^-hCP. ,)=c, 

avremo quimli tre Equazioni , nelle quali si deve 
prendere il segno superiore, o l’inferiore; secon- 
dochè /« — a è pari, o dispari , e dalle quali si può 
ricavare il valore delle quantità A, B,.G: li rica- 
vo pertanto; denominatili A', B' , C' li sostituisco 

nella (VII), ed A'«'"h-B'«'”~* 

ec. -4- L rappresentenà il chiesto termine genera- 
le . Qui ancora rimanendo gli ulteriori coefficienti 
D, ec. L indeterminati , saranno infinite le serie 
aventi la espressione delle dillerenze m—2.esime =:■ 
an*-^bn-\‘C , 

( 4 ) 

Si voglia m = 6 , D ^ = io 8 o«* — • 72ore -t- 24° • 
( 4 ) 

Poiché si ha P =4 - — — 4^= ~ * 4 » 

(■’) 

P^^^ = 4 • ^ 4 • ■" 4 * — “ ^ 4 ® i 

(6) 

p^^^ =4. 16-6. 26 -4- 4.36- 46 = -i 56 o(XVlII), 

e poiché a — 1080 , h— — 720 , c = 240 , risulte- 
ranno le tre Equazioni 36 o A = io8c , 1440 A -1- 
j2oB = — 720, i 56 oA-t- 240 B M- 24 G = 240 , e da 
ciò ottenendosi A =3 , B=~4a , G =235 , il termine 
generale cercato sarà 3 /t®— 4 ara^-*- 2357 i^-HDra^- 4 -E 7 i* 
•4-F/J-4-G . 

IV. Sia ora in generale p = m — gr, ed or? -+• 


hr? * -+- c;t^ ^ ec. gn •¥• i 1’ espressione del- 
le dilTerenze m—gesirnc . Dal paragone di questa 


g-2 


1 


\- 
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col valore della ( XXI «.• 98 ) risultando 

, » / (mi—n) 

^ m(w — I) . . . (m ~ 17 + ,) AP = « 4 

a . 3 . , . y ("1— 7 ) 

^ / m(w — ^ + a ) 

*’■ V a . 3 . . . im—j) 


)- 


~ èc» 


(M i) (w — a) , ■ ■ (w — y + ,) gp('«-7) 
a . 3 . . . (j I) {^rn^q) 

si avranno q-*^i Equazioni -, dipendentemente dalle 
quali determino i valori delle q^i quantità AjB, 
eci I; chiamati questi A' , B' , ec. 1% li sostituisco 
nella funzione (VII) , e il termine generai do- 


mandato sarà A'ra 
q-„(«- 7+0 


77Ì 


B' 


itJ— f 
n 


4 - Cn -M cc. -+■ 




•Vn 




•ec. 


L. 


Se sia qzzm—i , e pero p=:t > onde a» 

eo. -F t esprima le differenze prime ; allora il 

termine generale sarà A're ■+■ B'n -f- ec. -4- K'« 
rimanemio indeterminato il solo ultimo coefficiente L 4 
Poiché qualunque sia il precedente intero q, 
purché non < 0 , &<m , sèmpre nel termine gene-i 
ral che, si truova , rimangono dei coefficienti arbii 
trarj , ne segue j che il Problema sarà Sempre in- 
determinato , e quindi sempre infinite serie alge- 
Braiche dello stesso gra<lò sono dotate d’ una mede- 
sima espressione di differenze . Tale indetermina- 
Ssioae però apparisce dai 1 prec. I , ec. IV ) essere 
tanto maggiore, quanto più grande è il numero 
pri^m—q . ^ . 

loi. Teor. 3.* Supposti due numeri p ,k en- 
trambi maggiori dello zero , interi , e tali , che 
p>k , io dico, 'che il risultato, il quale si ottie- 

né moltiplicando i termini della quantità (i— i) — * 
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sviluppata pei termini corrispondenti della serio 

I* , a* , 3* , ec. , uguaglia sempre lo zero . 

Dim. Sviluppata la espressione (i — i)^— «i, e can- 
giatine i segni, il risultato, che ne viene, altro 
evidentemente ■ non è, che uno dei ( XVIII) del 
( ra.* y8 ) j onde giusta il ( T, «.» y8 ) si rappresen* 

(^) 

terà dalla espressione — P : ma essendo per la 

. , 

ipotesi p>k , pel cit." (I. ra." 98) si ha P^^ = 0 
Dunque ec. 

ioa. Teor. 4. Allorché p=:k , il precedente ri- 
sultato (n* IO! ) sarà = ± i.a . 3 ....p, pren- 
dendosi il segno -4- , quando p è pari, il — quan- 
do e dispari . 

Dim. Sviluppando attualmente nel («.*96) le 
espressioni aC(«-*- X 

^—n ),ec., nella prima differenza 

_ m — I , m — 3 

D = ara -*-cn -h ec. cit. {n.° 96) appa- 

risce dover essere a^mk . Ora nel modo stesso, co- 
la) 

me la D nasce da T , cosi D producesi la D' , 
dalla la dalla laD^^\ ec. ; dunque nel- 
'le successive differenze D^ a'»”* ^-^Vn -h 
c n ^H-ec. D n b tì, •^c n *+• 

771 ' *4 «.ff #,r Wl— 6 

cc- j D zzaJ^^Ti i ^ - 4 - c ^ H- ec*5 6C.J 

avendosi a' — (rn—t)a, «"—("* — a)a% <?’" (m — 3 )o , 

«'* = («— 4) a'" , ec. , con la successiva sostituzione 
otterremo a—mky a—/n{m'^^)k, a''—in(m — i)(. 7 i a)A, 
a' ' '=m(n-’ 1 ) {ni— 2,) [m—ò) A,o'*=/»(m— i ) («i— a) ( w— 3 )X 

. («— 4)^5 ®t;., e però avendosi in generale ^=TO(m— « ) 

(«1— 2)(/«— 3) . . . {m—h)k, col porre ne verrà 
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174 AprEjTDrcE all’ Algebra 
a ^ — m{m—\) (/ra— 2) (/w— 3) . . . 2 . i A , ossia ro- 

, (ra— I) (m— i) 

vesciando a' =i.2.3...toA; ma» = 

D «.» 06 ) , e D^'”^==j= ApJ'”^ ( XXI. n.» 98 ) pren- 

(m) 

demlosi il segno superiore quando m è pari , 
r inferiore quando m è dispari : dunque sarà 

(m) 

:pAP =;.2.3 ...wi AjCperò j cangiata la lettera /re nella 
(m) 

/?sarà P^^^ = m I . 2 . 3 . . ; ma il risultato , che si 

(Pl 

suppone nel precedente (n.° toi) , nella ipotesi di 

p'zzk pel cit. ( n. 101) diventa = — P^-^^ . Dunque 

(p) 

tal risultato sarà .2.3. ...P, col prender- 

si il segno -t-j 0 l’altro — • , secondo che il nume- 
ro è pari , o dispari c. d. d. 

IO 3. Scol. 8.“ I. Sia . Poiché per lo svi- 

luppo delle potenze accennate nei ( n.* 96 , prec. ) 
si Ila nel valore della differenza D il secondo coef- 

fidente b — A — [m—i) B , e quindi nelle 

successive differenze \ eo. risulta 

b' = a' -f 


(/n— 3)y, 4)i", ec.; ne ver- 

, ' . . . m{m — i) , 

ra, sostituendo successivamente, i = " **' 

(pi— i)B, b' = ^ a A -I- (pi — I ) (in — 2) B ^ 

b = ^ SA •+■ (pi— i)(pi — a)(pi — 3) B, 
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m(m — i) . . . (m — 4) 


I7S 


b"' — ^ 4^-+-(wi—i) . . . («t— 4)B , e in 

, ,(A) m(m— i) . .. (ot— A— i) , , , . 

generale b = ^ ( A -f - 1 ) A -t- 

. .(/ra— A— i) B' , e col fare Arrm— a avremo 

jf( ) ^ -h . . a.iB . 

Ora pel ( I. n.® 97 ) , 

onde per la seconda delle Equazioni (XXI) si La 


( ®V-)‘ • ®““i 


ue pa- 


ragonando questo col precedente valore della b^ \ 


si otterrà ^ P 


(m) 


__ m(m — 1) . . . a . i 


(m— I) 
m — t 
a 


( 7/1 - I ) = 


I . a . 3 . . . /n X -7- j e supposto 771—1=^ si avrà 

OH-») 

P,^ =rqpj.a.3(p"+-i).£.,mail risultato del 

( 77.* loi ) nel caso di k—p'*~i , è rr—P^^^ : dun. 

que questo risultato sarà =d=i.a.3. 1)-^ 

osservata , rapporto ai segni la regola del (n.* prec. ) . 

II. Si ponga k —p-*-i. Dal solito sviluppo 
(?i.* 96, prep.) apparisce essere nella D il terzo coef- 
ficiente c = A + 

dunque nelle successive differenze ec. 

avendosi 

c' = ^ ^ 
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_ (w^3)(m~4)(m- 5) (rr^Vsrr.-^) ^ (^^sy^-r 

a . 3 a 


ec. 


con la sostituzione otterremo 

--ii- (t-t) a 


__ m tm — 1 ) Im — ai 
c s; ■ . -■ I ' 

a 


(w — tym — a)' 


B ■+• (ffi — 2 ) G , 


e = 


m(m — i) . . . (ttj — 3) 


(t-t)a 


(ct— t)(m— a)(m— 3) ^ — 3) C , 


3 

i,i_ w (w — i) . . . (w — 4^ / A ^ ^ A 

W 

(;n-t)(m-a)...(m~ 4) . . . l«-4) C , 

» 

m(^ -> 1) ^ ■ • (m — 5) ( ^ ^ ± J A ^ 

^ 4®"*‘('”"“2) . . . (/n~5) G, 

m(m~.ì)^..fa-6 ) H- A ^ 

(m-T) . ■ . . . . (ot-6) G, 




ec^ 


Ora nei coefficienti della A i numeratori 3, 6 , lOj ec. 

delle frazioni — , -i , ec. formano una serie a dit- 
a a 

ferenze seconde costanti , il cui termine generale 
pel («.“ 95 ) si truova essere . Ehinque avendosi 

* V a 

.(A)_ m(m— 1 ). : . (to— A— a, h(h~^~i) \ ^ 

C y^ „ ^ J A 

(m— i) 
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■ /z— 2 )G, 

col supporre h — m — 3 , ci verrà 

3;_ I ,a. Z...nt / m—a (m— 3)(w— a) \ ^ 

2 V ^ a . a y 

(;tz—2)B-h 1.2.3... (/n~2) C . 


(m> — a) (tti — 3) 


(m—3) 


72 .' 


7 Z-H 


V'"' 

Ora pel-(I. /z.® 97.)^ 

(m— 3 ) 

c , e quindi per la terza delle (XXI) si ha 
(m— 3 ) / (m) {m — i) (m — a) 

C = h: ^ A 


ITTI — aj V 

a) j ; 


Dunque tenendo conto de’ soli termini, che molti- 

, 1 . 2 . 3 . .. 7 » / m — a (m — 3)(t» — a) 

plicano A , avremo — 1 — ^ — 1 — 

(m) ' 1/74 a) 

= =p P(^a) ^ 77* ^ a =^, sarà P 


_ I-3.3-(;7-f2 ) / p /}(p— 7 ) \ . 

a va**" J ’ 


(P) 

; onde il solito 


risultato (tx.® lor) , che è = — P^^j > nel caso di 

^ =/7+3 Sara = =fc ^ ) ' 

III. Facciasi k—p-^^ • Risultando perciò nelle D 
( 72 .» 96, prec. ) il quarto coefficiente 

_ m[m—^ )(ot— 2)(to— 3 ) ^ a)(m— 3 ) ^ ___ 

®~ a. 0.4 a -3 

^”^ . - .^U ” ^:^G-f( 772 - 3 )D , nelle D^^^^ ec» 

~ gl avrà ^ 

Algebra la , 


t 
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_ (m— 4 ) ^ (w— 3)(ro— ,3)(m— 4) j ^ 

a. 0.4 ' a.3 




(m — 3) (m—4) , , 


d"~ fa— a) . ■ . (m »- 3 ) (m •— 4 H»» — 5 > 

a. 3 . 4 “ J 73 P •*' 

(m — 4) {m — 5 ) f / r\ « 

i c' w- (to^5) 

^,»_ fa — 3 ) . . ■ (m—e) „ (m — 4)(w— 5 >(w — 6),„ 

3.3.4 ® •*“ 

fa — 5) (m _ 6) 

— — c (m*-6) rf jCC, 

e quindi sostituendo , e tenendo conto per maggior 
semplicità de’ termini soltanto j che contengono A, 
Otterremo 

^ _ wIt»— I) . . . fw— 3h . I . 7 »(to— 3) 

.^Xg;jA-+-ec.=. 

A-+-6C. 

= (4-*) A^eo.« 

j-f . . . (m — 5 )/ 3 6 i \ a 

■ • <»■-<> /X h-ì^h-L'> Ah- A c; 
a ^3.4 ».3 a.ay 

_ Tnfm— t| . . . fm— 7 )/ 5 ao to \ a 

« = — = — — jA-hcc; 

a \ 3,4 a .3 a.a/ 

^ = ^-> - • ,0. 

ec. ; 

ma nelle frazioni aventi il denominatore a.3 tro« 
.Vasi con le successive sottrazioni ^ che i numeratori 
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a, 2, 6, 12, 29, 3o , ec. costituiscono nna serie a 
differenze seconde costanti , il cui termine genera- 
le pel ( ra.® 95 ) è = ( A I , e i numeratori 
o , o, I , 4 9 to, 20 , ec. dei rotti, che hanno per 
denominatore 2.2. si trova, che formano una se- 
rie a differenze terze costanti , il cui termine ge- 
nerale pel cit.® (re.® 95 ) è == — ^ ~ . 


a \ w • 4 

2 . 3 . 4 - 4 

ne verrà 

4 ) r.a.S...?»/ m— 3 


Dunque risultando 
,;W m(m — t).,.(TO— A— 3) ^ A+i -( A 1 ) 1 

a ^ 3 ^ ^ ~rrr- 

) 


( m • — 3 

V " 37 T 


(m — 3 ) (m — 4 ) 
a ^3 


(fft — 3 ) (to — 4 ) (m — 3 ) ^ A ec. 

2,3.4 ■' 

(ra— 3 ) ('*”" 4 ) ^ 

e siccome pei (n.* 96, J02) D = » » •<- 

(«—4) 2 (w—4) ' (•'^“ 4 ) , , 1 

l, n ^ c nfh d , dal paragone col 

quarto dei sisultati (XXI) otterremo 

3 (»t— . 3 )(/ 7 i— 4 ) (m— . 3 XW— 4 Km-.- 5 ) 

4 2,3 2,3.4 

5 e però fatto n* 3 = ^ , 


I . 


m 


/ m— 

V'M 


= P 


H 

(m— 3) 


JP+ 3 )_ _> 2 . 3 ...(p-K 3 ) p . . 

(f) * \3T4'^'TF a-M /* 

onde il solito risultato («,® loi) nel caso di kzzp^i 
sarà , osservata la solita precedente regola de’ segni , 

; i.2.3...(p-^-3)^ p _ p(p—t) p( p— i)(f— 2) \ 

^ — ^3:4 2.3.4 / ' 
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(XXII) 


(XXIII) 


*fto Api'KxmcE- ali-’Alcebra 
IV. Mentre si voglia , ec., poi^ 

tranne sempre Jeterminarsi con gli stessi metodi 
de’ {prec.'- li, m, IV) delle espressioni, a cui si 

xiguagliano le altre ec. ; esse però 

. . . <PÌ (P> 

riesciranno sempre pm complieate , quanto yt di- 
verrà più grande 

Col mezzo poi delle indicate espressioni ( prec.t 
I, li, er.) vedesi , che potremo tante volte scioglie- 
re più semplicemente i Problemi de’ (77.' 98, 100),; 
e vedesi , che dalle proprietà ora dimostrate 
(n.i loi , ec. ) altre se ne possono dedurre apparte- 
nenti ai numeri . 


104. Probi. 3 .* Determinare la serie , nell» 
quale giusta il ( n.® 77 ). si sviluppa la funzione 
M P.r*+ eo. Vj"» 

(i — » 

in cui la X ha un valore indeterminata.' 


Sol. Sciolta perciò la potenza (i— ^) 0 

supposto ^ 

1— tm-fr i jx-f- (ot -t- 1 -t- T a? 

T T * ^ 

» m 77i+r m+a, 

T a: -f- ec.-t-T x -t-T x -hT x •+■ ec.jj 
3 m+i m-t-3 

non si avranno per la soluzion del Problema, che 
a trovare i valori de’ coelficienti T , T , T , ec., 

I a 3 

Moltiplicato a tal fine pel denominatore i— (TO-Hi)af 
-<-ec., poiché risulta 

m 

M Na? Px’ *4- ec. ■+■ Va: =; 

1 

T + Ta 7 -+-TxHrec, h-T x h-T x , -4- 

f » i - TO-Pi ^ mA-ti 
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^ A à T E II; i-Si 

w- cc. — (to-4-i)T («-*^i)T X ec. — 


a? 

w-4-3 I 

77» ìri-^i 

^7w-*-j) T X — (/n-i-i^T X “(TTi-i-ijT X 

777+t 77»-f-l 

(m-t-r)77» rf, Ì^^±12I1 T x”*-K 

a I * »n~i 


m 


— eow 


f77I+l)77»m . 

'•(77i"i|-f)77i T X — i— T X -4- ec. 

■' “ m+i 


77» 


€C. 


ih m-4-r . 7 t»4-4 

*p ( 77 i-+-l) T a; ^ {m-4-l)T a; ^ (ra-i^i) T x ' 

, a 3 

ni+i 77t-Va 

^ T X i T X ±ec. 

1 a 

« poicliè la ir deve per la ipotesi essere indeter- 
minata^ e quindi E(juazione (XXIII) verificarsi 
indipendentemente dalla x medesima pel (I-t»-* 
202 . Alg.) dovrà essere 

T =M, T -(777-4-1) T i=N, T - T == 

T a I 3 ^ 1 


T _{m+i)T -cc.q=(mH-i)T ='1 

772+1 77» “ »»— I * 

T -(ot^i)T -ec.qi(7n-t-i)T ±T 

772+a 772+1 “ 77» ai 

*T -(77»+i)T -ec.:?:(TO-«-i)T± 

77»+S 77»+a * 77»+I 3 


«C. 


Pec. 

(XXIV) 



T =0, 

a 
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m m — I wt— i 

Si ponga ora T^='A 7 i -hB» •+• C» -+» 

ec. -+■ L ( VII. n.® gl ) ; col fare n~i, 2 , 3 , ec, 
rtì-\-ì 8 Ì avranno quindi m-4-1 Equazioni , col mez- 
zo delle qu.ali si otterranno, come nel («.“95), i 
valori degli m-t- i coefficienti A , B, C, ec. L es- 
pressi pei termini T , T , T , ec. T ; ma i 

1*3 ”**+* t 

valori di questi termini ricavansi espressi median- 
te gli /rt- 4 - I coefficienti M , N, P , ec. V delia 
funzione (XXII) , servendoci delle prime m-4-1 tra 
le Equazioni (XXlV) . Dunque , eseguite le opera- 
zioni necessarie alle determinazioni ora accenna- 
te, si avranno cosi i valori dei coefficienti del ter- 
mine (VII) da noi supposto , e per esso inoltre si 
soddisfarà alle prime m-4-1 delle Equazioni (XXIV). 
Ma essendo m il grado del supposto (VII); nella 

(m-t-i) (»H-i) 

serie corrispondente risulta D = o , D — o , 

1 a 

(m-f-r) 

D =0, ec. (I. n.® 9-7 ), e queste differenze 
3 

(to-Hi) (w+ 0 (w-f-i) 

D , D , D ec. uguagliano pel (n* 

83 ) nelle (XXIV) i primi membri delle Equazioni 
m-^ 2. esima, m-^-Zesima, m-*-^ esima, ec. , i qua- 
li tutti sono =0. Dunque il supposto termine 
(VII) , nel quale si siano determinati i coeffici'enti 
nel modo sovraccennato, e.«senilo tale che soddis- 
fa a tutte le Equazioni (XXIV) , sarà esso eviden- 
temente il termine generale della serie T , T , T , 
' 1 a 3 

ec. , e facendo per conseguenza in esso n~\, 2, 
3 , ec. , si otterranno tutti i coefficienti della sup- 
posta serie (XXIII), e quindi la soluzione del Pro- 
blema . 
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? A ft T É IL 'isar 


Sia per esempio 


(l— x) 4 ‘ 


la funzione data . 


Eseguendo il calcolo precedente troveremo T =io. 


*T -4T =--5 j T -4T h-6T = o, T - 4T -H 

a ì Sai 4$ 

6T 4T — t > T “ *♦* 6X “• 4X “t- T — o f ec« 

ai 54^^-^ 

t però T =10, T = 35 , T =80, T =i 5 i . Ciò 

I a 3 4 


fatto, poiché m—òj suppongo T —An^-tr Bn* 

n 


Cre -+- D , faccio quindi n — i, a, 3 , 4» formo le 
£(]uazioni A-hB-+-C-+-D = io, 8A-»-4B-t-2G-f-U 
= 35 , 27A-+- 9B-h 3C-«-D= 80, 64 A -H 1 6B -H 4C -4- D 
= i 5 i , è ricavato da queste («.“qS) A = i, B =4, 
C = 6, D=— I, il termine generale richiesto sarà 
re* -H -t- óre — I . 

io 5 , Prob. 9.* Data una serie algebraica del 
grado rei, il cui termine generale T uguaglia la 

n 

funzione (VII) , cercasi quella funzione, dal cui 
sviluppo («.*77) Jiasce la serie T -+-T x-t-T ar*-+- 
T a;* -t- ec. i a • 3 

4 . , . . 

Sol- Poiché tanti sono ì coefficienti della (VII) 
quanti quelli del numeratore nella funzione (XXII), 
e poiché dallo sviluppo di questa nasce pel ( re.* 
prec. ) una serie, i coefficienti della quale non 
sono che > successivi valori della (VII) ; ne segue 
che la funzione chiesta dal Problema dovrà avere 
la forma della (XXII). Supposta per tanto l’Equa- 
zione (XXllI), nella quale i coefficienti M, N, P, 
ec. V si prendono indeterminati, trovo, come nel 
{n.° prec.) le prime wz-»-i delle Equazioni (XXIV), 
e scoperti col loro mezzo i valori degl’ indicati 
coefficienti M, N, P, ec. V , li sostituisco nella 
(XXII), ed avrò cosi risolto il Quesito . 



(XXV) 


(XXVI) 


iS4 Appendice all’Alcebra. 

Se — io«*-t-7 sia il termine generale dellà 
«erie data, avendosi T = — 2, T =— 17, T 

I a 3 

T =rio3, T =382 pongo nella (XXIII) in luogo 
4 ® 

delle T , T , ec. questi t^alori , in luogo dell’es- 

I a 

ponente m il 4 5 ® poicbè , truoVate le Equazioni 
(XXIV), risulta M = — 2, N=— 7, P=; 63 , Q = -» 


37 , V = 7 , sarà 


>- 2 — 7r4-G3.r* — 3jrS-l- 7x4 


(1— 


la funzio-* 


•ne cercata . 

106. Def. q/ Denominato y il primo mem* 

bro della (XXIIl) , e poste nel membro secondo 
per maggiore semplicità le lettere o , è , c , , e , 

ec. invece delle T , T , T , ec. cosicché si abbia 

' t a 3 

y = a -4- rar* ec. , se ota da que- 
sta si voglia dedurre un’ altra Equazione , nella 
quale il primo membro sia la x, ed il secondo una 
serie contenente layj l’operazione, per cui ciò si 
eseguisce , dicesi Recesso delle serie . 

107. Probi. IO. Eseguire il Regresso nella da- 
ta serie (XXV). 

Sol. Posto y — a~u, poiché quando x = o nél* 
la (XXV) risulta y — a , e però m = o, si faccia 


^ ec. 


X = «it - 4 - 0 u -4- yu 
ove i coefficienti * , H , y , ^ , ec. sono da deter- 
minarsi opportunamente . Si sostituisca nella (XXV) 
in luogo della x il secondo membro della (XXVI), 
e risultando da ciò 

h — Wu •+• bHu* -4- byìi^ b^u^ *4- ec. 

^4* C«*«*-4-2C<»/?n^-4- 2.cayu.^ - 4 - CC. ' 

^ -4- ec. 

-4- d«^u} -4-3rf«V«^-4- ec. 


.+- est* 


■ ec. 


ec. 
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^er U ra^iorte stessa^ che si è addotta nel {n° 104),’ 
8i otterrà = 1 , è ? •+■ c«*= o , iy <+■ accf/j -t- = o ^ 

lì-t~ ac<?> -t- 3r/osV -nea'^ = o , ec. , e per conse- 

I ^ c ac* — W ^ 5bcd — J*e<— -ScJ, 

guenza «=-p, “ bi 


ec. Sostituisco questi valori nella (XXVl) , pongo 
a invece della w, e risulterà per la soluzion 
del problema 

(X~a) c(/— fl)* {&c^—hà)(y—a)^ 

®= ~r~ ^ bi bi “ 


['ic 3 -^b^e—‘!>hcd)(y — a)^ 

' bT ^ 


ec. 


Nell’ esempio del («.*104)) ove si ha y=. ’ 

ed amo, 5=35, c= 80, <fc:i5i, e=a54, ec. , otterremo 




(y — io) 8o(r — »o)* 74q 5(7 — io)3 749i5cfjr — 10 )* 


35 


35 ^ 


35= 


35^ 


-+-ec 


108. Scol. 9.° Presi nella «olita serie T , T j 

I a 

T , ec. due termini T , T , in 

3 (N— i)/7+N Njh-N-H-i 

cui N , e ^ siano due numeri interi , e positivi , 

poiché, posto (N— i)p-*-N=/i si ha T — T4, 

^ ^ (N— i)/h-N a 

e T = T , apparisce che tra i sup* 

N/>+N+i Afp+i 

posti due termini esistono altri/? termini della sco- 
rie data -, cioè i termini T , P , ec. T . 
' A-+-t h-i-a b-hp 

lòg. Def. 2.* Supposto nel termine T 

(N-Dp+N 

(n.* prec.) N successivamente =l, 2, 3, ec. , la 
serie T , T , T , T ec. suol dirsi 
I j»4-a 2/I-4-3 3/>4-4 

rapporto alla prima T , T , T , ec. interrotta » 

i a 3 


poioliè difatti non è essa , che la prima , trascura- 



^ ^ AppETvntcF, ALL* Algebra 

ti fra Ogni due p termini [n.’^ preck) . Là pritni 
^poi rapporto alla serie interrotta suol dirsi conti- 
nuata . 

no. Probi, li.* Data la serie algebraica * il 
cui termine, generale è la funzione (VII) j si do- 
manda il termine generale della .sua serie inter- 
rotta ( ra.* prect ) per un interrompimento di p ter- 
mini . 

Sol. Ritenuto denotarsi con la T> la funzione 

71 

(VII) i si esprima con la il termine generale > 
che si cerca ; Ora dal termine ottienesi l*altro 

H 


y' ' 

. t 


t . 



I 


sempre > e solamente ogniqualvolta si ponga 




(N— i)/i*+-N invece dì n [n.'prec.], cosicché 

\ ‘ 
~ qualunque sia 1* intero N . Dunque per -, 


la soluzione del Problema proposto non si avrà 
che a porre nella (VII) = invece di n il valore 


(N_j)^-»-Ns=(/i4-i)N— /? , e la funzione in N, che 
se ne ottiene , sarà evidentemente il termine ge- 
nerale ^j^della chiesta serie interrotta. 


Venga data ad esemplo la Serie 
— 2 ^ — 7 j — 8 , 1 , 26, 73, 148, 257, 406 ^ 6oi i ec. 
nella quale =: /i^ — -h i j si voglia il termine 


con un interruzione di due termini ^ cosicché 

p zr A . Pongo perciò re =: 3N — 2 , sostituisco j e 
risulterà #jj=27N^ — 90N* -t- 84N — a3 . Posto di- 
fatti N=l, 2, 3, 4, ec. ne verranno i termini — 2, 
1 i 148 ^ 601, ec., i quali non sono che il primo, 
il quarto j il decimo, ec. della serie proposta, co- 
me si cercava . 


1 
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lif. Proti. ia.° Essendo 
m m—t tt“-a 

cN -t* Z»N cN ec. -f Z = ^ 

N . 

il termine generale di una serie algeLraica » clift 
supporrò essere interrotta per p, termini » triiova-* 
re il termine generale T della corrispondente 

n 

Serie continuata . 

Sol. Ridotta la funzione (XXVII). alla forma 

A((/7-»-i)N--/>) /?) -t-C((;7-+.r)N— /») 

-+-ec. -4-L, il che è chiaro., che può sempre farsi» 
])OÌchè si possono sempre determinare opportuna- 
mente i coefficienti A, B, G , ec. L , si ponga 
« 5 onde abbiasi il risultato ' 
m m—t (m— a) 

Ah -t-Brt -4-C« “t* ec. L. Ora quest’ ultimo a 

cagione di ra — altro non è pel ( n.*y 5 »rcc.) 

che il termine generale di una serie continuata » 
a cui corrisponde come serie interrotta per p ter- 
mini , quella serie ^ che ha per termine generale 
la funzione (XXVIlI), e però la (XXVII) . Dunque 
la funzione (VII) altro non sarà , che il termine 
generai domandato : ma essa (VII) risulta, eviden- 
temente dalla (XXVIII) col porre vece di 

N . Dunque risultando nella stessa maniera anche 
dalla (XXV'II) , si avrà la soluzion del Problema, 
col pone nel termine generale proposto in luogo 

della N la espressione ‘ 

Perciò se posto /?=2, si faccia nella a7N^ 

goN* 84N — ai del {n.^prec.) si ot* 

terrà pel termine generale della corrispondente se- 
rie continuata la funzione come di- 


I 


(XXVIII) 


(VII) 
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fatti dal citato {n.'^ prec.) apparisce dover èsser(ji 
H 2 . Scol. IO.® I. Vedremo fra poco, come si 
possano in pratica agevolare le sostituzioni indi-* 
cate ne’ precedenti ( n.i no, in ). 

II. Qualunque sia l’intero p indicante il nu-* 
iitro dei termini tralasciati; dai prec.* ( w.‘-no , 
ni) apparisce , che se la continuata è serie alge- 
h’.aica , tale è ancora la interrotta , e viceversa, e 
che amondue queste serie sono dello stesso grado» 

III. E facile a vedersi , che tutti quei termi- 
ni, i (juali si ottengono dalla (XXVII) col porré 
successivamente N=t, a> 3, 4 , ec. risultano an- 
cora dalla (VII)i mentre si faccia in corrisponden- 
za n— i , p-f- a , a^-t-3 , 3p*4-4 ( n.® no) ; e vice- 
versa quei termini, che ponendo j, a, 3, 4> 
ec. ricavansi dalla (VII) , si ritraggono tutti ezian* 

dio dalla (XXVII) , facendo Nt=i, > 

5±i , ec. ( III ). 

ji 3 . Dtf. II.* Dati gli h termini T , T ) 

» 71" 

T j ec. T /i\ di una feerie corrispondenti agli h 

n" n 

(A) 

valori n', n" , n'*' , ec. n del nùmero n, il tne-i 
toJo di determinare il valore di uno, o piu altri 
termini interiiiedj ai proposti , e che seguano la 
legge medesima , quello è , che si chiama metodo 
d!* interpolazione . 

114 . Probi. i3.® Supposto, che ì termini T , 

ri 

T , ec. T (rt.® prec.) appartengano ad una se- 
*• fi n 

rie algebraica del grado m , trovare il valore dei 
termini , che nella serie medesima appartengono 

(g) (gl (n 

ai numeri n , n , n , ec. 


r 


DIgitized by 


Coogle I 



P A n T E II. 1S9 

Sol. O abbiamo il numero degli n' , n" ec. 

. . . ■ 

n > m , 0 non 1’ abbiamo ; se sì ; allora ritrovo 

pel I n.® 95) il termine generale della serie Hata, 

e supposto essere questo la funzione (XXVII) non 

avremo per la soluzion del problema , che a por- 

( 5 ‘) (S‘) is'l ^ 

re in esso successivamente» =:n , n , n ^ 

ec. Che se 1’ accennato numero degli n' , n” , ec. 

n sia non >/ra, cercherò anche allora l’indicato 
termine generale (XXVII); ma rimanendo in esso, 
come apparisce dal cit.® («.® qS) uno 0 più coef.- 
Scienti indeterminati, i valori dei termini richie- 
sti risulteranno diversi secondo la diversità de’ va- 
lori , che si vorranno attribuire a tali coefficienti 
rimasti indeterminati . In questo secondo caso adun- 
que il Problema è necessariamente indeterminato . 
Se poi supposto n'—i, n' — z, «'"= 3 , ec< 

n =r»2-f-r, fra ogni due termini della nostra se- 
rie si vogliono interpolare altri p termini , i qua- 
li seguano la legge medesima: allora truovato il 
termine generale (XXVII) ( ra.® 95 ), non dovremo 
evidentemente, che o porre in esso successivamen- 


te N = 

p-f-i p-i-t 

i eo. ( III. n.» 


, ec. 


a/7-4- » , 

>t-i ’ Fm" 



ec. 


1 12 ) , ovvero fatto nel termine 


(XXVII) N=^, 


e determinata così la funzione 


(VII) ( n.® 109), fare poi in essa successivamente 
n = 2 , 3 , ec. j!?-»- 1 ; p-t -3 , ec. 2/7 -t- a; ec. 

In simile guisa tutti potremo ottenere i p termi- 
ni , che s’ interpongono fra ogm due dei T , T , 

i a 

T , ec. 



t 
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Data per esempio la serie 2, 3 , 4 » *» l 4 1 
, 3a , ec. il cui termine generale è N*— 3N-+-4;, 
vogliansi ì» essa interpolare tre termini fra ogni 

due . Supposto perciò N = ^ ritruovo , come 

nel ( n,’ 1 1 1 ) , la funzione , e posto » 


successivamente sa, 3 , 4 > ^ » 7 » 
ec. i tre termini da interporsi tra i primi due ter- 
.11 .1 27 28 aq 

mini a, a della sene data, saranno ^ 

3 ? 

quelli da interporsi fra i due a , 4 saranno , 
41 . ^ , così eli altri da interporsi ai due 4 , 8 

i6 ^ i6 ’ ^ < 

saranno ^ seguito. Suppo- 

nendo » = t , 5 , 9, 1 3 , ec. è chiaro che deggiono 
risultare i termini a, », 4» 
ta» 


\ 
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CAPO m. 


I9t 


Dei Numeri poligorri , e dei figurati } delle seri* 
, Geometriche , e delle Armoniche , 


ir 5. Def, 13.,* Snppongansi i due termioì ge« 
cerali 

^ _la—i]n*—(a-3)n 

t = i) n—{a— a.) , T =5 ^ — >» 


de* quali il secondo uguaglia la somma generale 
della serie espressa dal primo ( 94 ) , ed il pri-i 

mo esprime una serie algebraica di j.® grado (ra.® 
91 ) , ossia una serie aritmetica ( n.* 96 , 84 ) > in cui 
il primo termine è t , il secondo a, e la difièren-. 
za costante è n — t , Si - faccia successivamente 
a~i , a, S , 4 f ® nella sottoposta Tavola 

(XXX) si scrivano le serie, che pascono in corrisi 
pondenza ; avremo 


j,® %.* serie i. 


j. 


»» 


ee.' 

T=«, a.* serie %, 


3 . 

4 r 

5 , 

6. 

ec. 

p,® fl= 2 , t=^n, j.* serie 1, 

2 , 

3 , 

4, 

5 , 

6 , 

ec. 

*■ rr_ ^ 

i — ■ a-* sene ? , 

3 , 

6, 

JO 


21 » 

eo. 

J.® l.* serie 

5, 

s, 

7 » 

9 > 

ih 

ec. 

. T=«*, ^ 2 .® serie i, 

4. 

9 > 

16, 

a 5 , 

36 , 

ec. 

4-*o=4>?=3/z— a, j/ serie %, 

4. 

7 > 

IO, 

-i3, 


ec. 

.j._n( 3 n-,) ^ , 
a 

5, 

la. 

22 , 

35, 


ec^ 

3.® a=: 5 , 3 , 1/ serie i, 

5 , 

9 r 

i 3 ,. 

? 7 > 


ec. 


J=n(2n—i) a* serie i, 6 , | 5 , #S, 45, 66 , eo, 
ec. 


) 


(XXIX) 


. (XXX) 
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Ciò fatto, i numeri, ohe formano la serie seconda 
chiamansi lineari, quelli della serie quarta si di- 
cono triangolari , quadrati quelli della sesta , 
tagoni quelli dell’ ottava, e cosi di seguito, chia- 
mandosi perciò in generale numeri poligoni del 
grado a i quelli, che nascono dal termine gene— 

aeralo • 

116. Scoi.* li.* I- Ai numeri delle accennate 
serio seconda , quarta , e sesta si è dato rispettiva- 
mente il nome di lineari , triangolari, e quadrati ; 
perchè con tanti punti, quante sono le unita, che 
si contengono negl’ indicati numeri , si possono 
esattamente formare tante rette, tanti triangoli re- 
golari , tanti quadrati, i quali ahhiano a ciascun 
lato tanti punti , quanto unità esistono nel nume- 
ro n. Con tanti punti poi quante sono le unita 
dei numeri delle serie ottava, decima ec. si pos- 
sono bensì formare rispettivamente tanti pentapni, 
esagoni , ec. , ma riescendo questi generalmente dt 
forma non così regolare, come t triangoli, od i 

. quadrati, sembra che agli accennati numeri siasi 
più per analogia, che per altro attribuito il nome 

e più generalmente 
da quanto si è detto nel (n.» ii 5 ) apparisce , che 
i numeri poligoni non sono, che le somme succes- 
sive dei termini di tante serie aritmetiche , le qua- 
li tutte cominciano per i , ed hanno per differen- 
7a costante, rapporto ai numeri lineari, lo zero , 
rapporto ai triangolari la iinitìi , rapporto ai qua- 
drati il due , il tre relativainento ai pentagoni , a 
cosi di seguito. 

117. Probi. 14.® Cercansi le somme dei nume- 
ri poligoni . - 

Sol Si triiovi giusta il {«.« 94 ) ««mma gen^ 

(i‘— i)w^— — 3)'* 

rale della serie avente il termine T — . à 

(XXX) ; 






^ dJgitli : 
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(XXIX): avremo «la ciò S= •. 

ma (a— 1 )a/ 3 -+- 3 ;ì“— (a—\)n = ( (a— 1)«— («-4) ) {n-*-i)n, . 
Duncjue riaultamlo 

O _ ((«— ' 4 )(n+ 1 )n 

O 5 

a.ò 

col porre successivamente « = 1, 2, 3 , 4 , ec. si 
otterrà per la somma 

dei numeri lineari S = > 

dei triangolari 
dei quadrati 
dei pentagoni 

ec. 


0 _ («■+^(«+12? 

° ~ Zà ^ 

_ (ar;-!- i)(ji+i)n ‘ (XXXI) 

13 ^ 

C (n-t-i)«* 

» ^ — ' > 


11 8. Def. i 3 . Ai numeri, che risultano dalle 
somme ora truovate si dà il nome di Piramidali , 
«d è fàcile il vedersene la ragione . 

11 9. Scoi. 12.® Potremo ora stabilire le formo- 
le generali , per cui si calcolano agevolmente le 
palle da cannone , ohe si contengono nei mucchj so- 
liti a formarsi negli arsenali . Imperocché questi 
mucchi sogliono essere 

1. ® o piramidi regolari a base triangolare , 

2. ® o piramidi regolari a base quadrata , 

3 . ® o mnechj, in cui ciascuno strato è di fi- 
gura rettangola avente il Iato longitudinale mag- 
giore del trasversale, e frattanto, ascendendo, sì 
r uno, che l’altro degli accennati lati contiene una 
palla di meno del prossimo inferiore , 

4-* o finalmente , poste a«l una «leterminata 
distanza due piramidi a base quadrata regolari , 
uguali fra loro , ed aventi i lati delle loro basi 
fra lor paralleli , e collocati fra le medesime due 

Algebra i3 
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perjicmlicolaii , li forma tra queste piramidi ua 
muccliio di palle a base rettangola, il quale dalle 
parti delle piramidi ascende, appoggiandosi ai dor- 
si delle piramidi medesime , e dalle parti degli 
altri due lati ascende a foggia di scarpa, siccome 
i niucclij del ( prec, 3.* ) . 

Ora nel primo degli accennati casi , chiamato 
n il numero delie palle, che formano il lato del- 
la base triangolare, peli(«.° n^) la seconda delle 
formole (XXXI) esprimerà evidentemente il nume- 
ro totale delle jtalle, che si contengono nel muc- 
chio corrispondente , 

Tal numero di palle verrà nel casa secondo 
rappresentato dalla terza delle formole (XXXI), po- 
sto n il numero delle palle contenute nel lato del- 
la base quadrata , 

Nel caso 3.* denominato p-^ t il numero del- 
le palle, che esistono nella cresta del mucchio, e 

? ’ quello delle palle costituenti il lato minore del- 
a base, si osservi, che per la natura del mucchio 
medesimo ( prec, '6.* ) nello strato immediatamente 
sottoposto alla cresta deggiono esistere s.(p-i-ì) pal- 
le , nell’altro, che succede a questo discendendo, 
ne deggiono esistere 3(/>'+'3) , nel susseguente 4(/'^4) » 
e cosi di seguito lino allo strato, che serve di ba- 
se, nel quale si conteranno per conseguenza ^(/?-+-y) 
palle. Dunque il numero totale delle palle sarà 
Ip-^-i) -t- 2 Ìp-*- 2 ) ■+. 3(;?-^3) -t- 4(/7-4-4) , ec. g(p-^q] =5 
j 7 (i-h 2 H- 3 -+- 4-4- ec. -4-<7)-4- (i*-t-i**-H 3*-4-4*-+'ec.-t-y’):^ 
_ gig+t) . a? (3/.4.27-Hi)(9-f-»V 
a O ~ a.3 

Chiamato nel 4.° caso r il numero delle pali© 
esistenti nel Iato della base quadrata di ciascuna 
delle due piramidi laterali, chiamato p~~ i il nu- 
mero delle palle , che formano la cresta nel muc- 
chio intermedio, e 9 il numero delle palle, le 
quali nella base di quest’ ultimo formano il lato , 
che è a contatto con una delie piramidi laterali : 
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le pali» totali del muccliio di mezzo verranno evi- 
dentemente costituite dalla somma (p—i)-*-^[p—ì) 

^ Sip-3) ■+- 4(/»-4) ec. -t- 

e per conseguenza , comprendendovi le piramidi 
laterali^ la ''somma intera delle palle sarà 
{3p-muq — i)yd-i(^r-(-i)^r-4- rV 

Zó 


La sola formola 


(3/:t 2iy 4; i)fiy 4* 
a. 3 


esprimerà il nu- 


mero delle palle , che si contengono nei raucchj 
rettangolari { prec. 3.°^^.° ); mentre si prendano i 
segni superiori nel caso del \prec. 3.°), gl’inferiori 
nel caso del (/;r<rc. 4-“ ) • Se presi i segui superio- 
ri, si faccia p—o, la formola istessa servirà evi- 
dentemente pel caso del {prec. 2 .®); e se finalmente, 
ritenuto p—o, si cambj il fattore ay -h i nell’al- 
tro y-»- 2 , ne verrà la formola pel caso del (y?rec.i.°) . 

Ognuno può agevolmente applicare a degli e- 
sempj le formule ora truovate. Se negli accennati 
raucchj invece degli esposti vengano dati altri la- 
ti ; la natura de’ raucchj medesirai, e la Geometria 
Elementare somministreranno facilmente i mezzi 
onde far uso delle sovraesposte formolo nella de- 
terminazione delle palle . 

120 . Probi. ió.° Si cerca il termine generale 
di quella serie, nella quale si ha la somma generale 


')("4-a)(n-f3)...(n4-/>) 

1.2.3.. 


{XXXII) 


Sol. Posto n~i invece di n , poiché risulta 

I . 2 . 3 . . 4- I ) ’ 


S -S 

n n — I 


_ ( n— i)(w) (w 4 -T)(w 42 )....( 7 t-f-/ 7 — f) 

1 . 2 . 3...p[p-^ i) 

_n(n-t-i)( n-f- 2 ) (n-f-3) . . . ( « 4 * P — ') ( « 4* P"~ '*4*0 
. i . a . 3 . . . PÌ7+T) 


V 
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(XXXIII) 

(XXXIV) 


(XXXV) 


T = 


196 ArpENDicE all’Algebra. 

pd onerrem. 

» 

( n -f- I ) ( n + : ì)(n-{- 3 )...(n-t* 7 > — 

T. a . 3 . . , 


T = 


121. Probi. 16.® Dato il termine generale 

n { n ■ 4 -i)('i + ^)(”-<*3)...(« + y) 


truovare la somma corrispondente . 

Sol. Poiché supposto q=p—i, 11 termino 
(XXXIV) cangiasi nel (XXXIIi) , e questo (XXXIII) 
non è che il termine generale corrispondente alla 
somma (XXXII) ( n.“ prec. ) ^ ne segue , che essa 
(XXXIl) , cambiata la lettera p in , esprime- 

rebbe la somma , che corrisponde al termino 
(XXXIV) . Ora pel (III. n.* Si) nel determinare una 
somma, devesi per la dovuta generalità aggiunge- 
re una quantità indipendente da n : dunque, chia- 
mata questa G, avremo 


n = 1 


risulta T = 
1 


i.a. 3 ..,fy-f-i ) 


7 


S — > • a • 3 . . ■ ( <jr h,G=:i-«-C, e pel (I.;i.*8i) 
j “ iTT.T: ..(9-1-a) 

si ha T =S , Dunque avendosi i=t-»-G, sarà 

X 1 

G = o , e per conseguenza 

n fn + T)(n-I-a)(n-t-3)...~(n-|-y-+- i) 

^ ^ ^ I . J . 3 . . . ( y -f a ) 

sarà la somma generai domandata , 

I22. Gor. I- La somma della serie , che ha per ter- 
mine generale la forinola (XXXIV) suottiene adun- 
que , aggiungendo semplicem.ente al numeratore di 
questa il fattore e al denomiuatore l’al- 
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tro y-»*2 {t7.*prec.)i e il termine generale ilella se- 
rie , che ha per somma la formola {XXXII) , si ot- 
tiene togliendo dal dividendo, e dal divisore di 
essa {XXXIl) gli ultimi fattori n'^p , p-*-i • 

II. Gol supporre nelle (XXXIII), (XXXII) p, e nello 
(XXXIV), (XXXV) -7*4-1 successivamente = I , a, 
d , 4, 5, ec. poiché risalta in corrispondenza 
rp n n(n-i-i) n(n-+ i )(n-ra) w(/7*f-7)(w+a)(»4*3) 

T” ’ ìTà ’ i.u.i ’ i.a.3.4 


fj(n 4 - t)...(n-r4) 


i.a ’ i. 3 ..'à ■* 1.2. 3 . 4 * 

77(774 * r)(n-pa)(w-t-3)(n-f*4) 77(/?+i)...(7i'4-ó) 

■ 1.2.Ì.4.5 ’ TX 7 j 6 ’ 


(XXXVI) 


Vedesi . _ - • 1 

I.®, éhe i numeri della prima delle sène, che 
quindi si producono aventi il termine generale 

, non sono che i numeri lineari ( n* n 5 ), che 


quelli della serie seconda > in cui T 


_ 77(77-1-7) 


non sonò ^él cit.® ( u.® ii 5 ), che i triangolari , © 
quelli della terza, ove T ^ non so- 

no che i piramidali a base triangolare ( 77.® ii8). 
È in conseguenza di ciò, che , seguendo Una sem- 
plice analogia , ai numeri tutti delle serie , le qua- 
li hanno per termine generale una funzione della 
forma della (XXXIII) ; si dicono Numeri fisurati ^ 
chiamandosi poi figurati di i,° Ordine quelli , ne’ 
quali p—i, figurati AeAYOrdine 2.® quelli , in cui 
p — 1, del 3.® quelli , in cui 77 = 3, e così di se- 
guito. La prima delle linee (XXXVI) espone i ter- 
mini generali di questi ordini successivi de’ Nu- 
meri figurati . ^ 
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2. * ParagonaQilo i termini della prima delle 
lince (XXXVI) con i termijii della seconda , e in 
generale la formoìa (XXXIII) con la (XXXII), ap- 
jjarisce che le somme successive de’ numeri figura- 
ti del 1.® ordine non sono che i numeri figurati del 
ordine 2,°; le somme successive de’ numeri figura- 
ti del 2.® ordine non sono che i figurati dell’ or- 
dine 3 .® , e in generale le somme successive de’ 
numeri figurati dell’ordine pesinio sono i numeri 
figurati dell’ ordine p-^-iesimo . 

3 . ® I termini generali dei Numeri figurati non 
sono , prescindendo dal segno , che i coefficien- 
ti numerici della Formula Newtoniana , allorché 
r esponente della potenza è negativo ( V. n.° 204* 
Alg.). 

123 . Scol. i 3 .® Quanto si è ora detto (w.®^rec.) 
dei Numeri figurati , potrà servirci a dimostrare i 
metodi esposti nei (// * 206, zG'g.Alg. , n.° 92 ) . 

I.® Rapporto difatti al metodo del («.® 206. Aì^.), 
suppongasi , che si voglia lo sviluppo della poteu- 
m 

za a{x-\-hp) , ove l’esponente m è un numero in- 

tero , e positivo . Supposto essersi <juì sotto in 
(XXXVII) , operato sopra i numeri a , h , come è 
stato esposto nel clt.® (ra.® 20G. Aìg.\ , osserviamo 
nei termini , che si sono successivamente formati , 
primo il modo, con cui vi si contengono i nume- 
ri a , ^ , secondo i loro diversi coefficienti nume- 
rici j e riguardo in primo luogo agl’ indicati a, h, 
il metodo stesso di operazione («.® 206. Aìg.) mostra 
che il numero a si contiene necessariamente in tutti 
i termini, e sempre alla potenza prima, e che l’altro h 
si va successivamente innalzando alle podestà o* , 
1/, 2.“, 3 .*, ec. fino alla niesima nella prima riga, 
alla m — lesima nella riga seconda , alla m — 2esima 
nella terza , ec. , ed alla m — mesima — c' nella ri- 
ga ultima . Dunque , prescindendo dai coefficienti 
numerici , i termini , che in (XXXVll) formano 
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m 

1 ’ ultima colonna verticale , dovranno essere ah y 
m — I m — a m — 3 

ah , ah , ah ^ ec. ah , a . Passando in 
secondo luogo alla considerazione dei coefficrenti 
numerici, si osservi che questi nei termini della pri- 
ma riga, altro, per la natura del metodo {n..* 206. Alg.), 
non sono , ch« 1 , i , i , ec. Si osservi in seguito, 
che nella formazione della riga seconda non facen- 
dosf che sommare il primo termine della prima fi- 
la , cioè a, moltiplicato per h col secondo ah ^ 
poscia unire il risultato, che ne nasce, aah molti- 
plicato per It col termine terzo ah^ , quindi mol- 
tiplicare il risultato 3 «/i* per h , e sommarló col 
termine quarto aA* , e •cosi in progresso; si osser- 
vi, dissi, che, cosi operando , si vengono nella 
seconda riga a formare tanti coefficienti i, 2, 3 , 
4, 5 , ec. , i quali non sono, che i successivi nu- 
meri lineari (n.®n 5 ), e però i successivi figurati 
di primo ordine (II. /i® 122). Nella formazione del- 
la terza riga , poiché non si fa , che aver riguardo 
,ai termini della riga seconda, e sommare il primo 
di questi , cioè a moltiplicato per h col secondo 
ZLoh , quindi moltiplicare il risultato ìah per h 
e unirlo col termine terzo SnA® , poscia sommare 
col quarto termine \nh^ il risultato 6 mA* moltipli- 
cato per A , e così di seguito ; apparisce , che i 
coefficienti i, 3 , 6, io, ec. della terza linea non 
sono infine, che le somme successive dei successi- 
vi numeri figurati del i.° ordine 1,2,3, 4, ec. : 
essi dunque non sono che i numeri figurati dell’ 
ordine 2.° ( li. n° 122 ) . Nella stessa maniera i 
coefficienti della quarta riga nascendo dal formare 
le somme successive dei coefficienti della riga ter- 
za , si vede, altro essi non essere, che i numeri 
figurati del 3 .® ordine ; in egual modo si trova , 
che i coefficienti della riga quinta non sono che i 
numeri figurati dell’ordine 4.*, i figurati dell’or- 
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dine 5 .® quelli della riga sesta ^ e così in progres- 
so. Ora per la natura del metodo ( w.® 2ob. Alg. ) 
nella prima fila si contengono m-i- i termini, nel- 
la fila seconda se ne contengono m , nella ter^a 
m — I , nella quarta m — a , nella quinta m — 3 , 
ec. , cosiccliè gli ultimi termini occupano il posto 
nella prima riga m-i- 1 esimo , nella riga seconda il 
posto mesimo, lo m — lesinio, nella riga terza, nella 
quarta lo m—ìesimo , lo m — 'òesimo nella quinta , 
e così di seguito. Dunque supposto nella l'ormola 
(XXXIII) successivamente p—J, a, 3 , 4 » ec.m—i. 


m, ed in corrispondenza n — m, m — i , to — n , 
VI — 3 , ec. m — ( m — x) — 2, , m — {m — i)=i,i 
coefficienti dei termini, che in (XXXVII) formano 

m (m — i)/7j 

I ^ ìTà 


1’ ultima colonna , dovranno essere 1 


(m — 2)(m- 


1.2.3 


•i)?re (ni — 3)(rr;—‘2) (m^i)m 

’ 1.2. 3. 4 ’ 


ec. 


m T. 2 . 3 ...TO 

1 ’ 1.2.3.../» 


1.2.3.4'..(//I— "I) 
= I, ed i termini medesimi comple- 


m 


m- 


ti saranno per conseguenza ah , mah w(w — i ) 


ah 


ec. 


m(w— i)(m— a) m(/»— i)(m--2)(/n— 3) /w— 4 

j a. 3 . 4 ah , 


mah 


a 


Si moltiplichino ora questi giusta il ( n.® 206. 


’Algeb. ) rispettivamente pe’ termini p 
m — a a m — 3 3 /»— 4 4 


n» m — I 

j p X 
m— I m 


X 


X 


ec. 


px 


SI 


sommino , scrivendoli al rovescio , e poiché da ciò 
risulta 


m 

ax ■ 


7»— I 


■ mahpx 


m(m — i) , ' 
H -ah 


m—a 


p « 


ec. 
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tu — » TO— i a m— I m—1 w « ^ 

p X mah p x-t-ah y ^ 

sarà questa appunto pel ( III. re.® 2o3. irf/g'. ) la sene ^ 

nella quale si sviluppa la data potenza a(x-t-hp) , 

Se «1 fosse proposta a svilupparsi la a(x-*-h) al- 
lora .avendosi pxzi , bastava moltiplicare i termini « 
deiruhima colonna in (XXX VII) pei rispettivi termini 
, m 

1 , r, x', ec. X . 

m 

h\a, ah, ah', ah?, a)?, ai?, ec. v . « ah 


a 


2 .ah , iah*, ^a1?, hak*, cc. . 
a , ìah', òah', it'^ah^, oc» 


rLah^-^- 

I, ^ 

< \ 

m^% 




a, ^ah, loah', ec 


(ot— g)...7re ah 

1.^.3 


m* 


—3 


(m— 4 

P ^Q>fl ) 6Cfc 1 , fc , ii| 

(m — 4)-“'r' j^—S 

a, ec. 1 .... 5 


(XXXVII) 


cc. 



II. Vogliasi lo sviluppo della somma delle due 
m m—i 

potenze a{x-*-h} b(x-t-h) . Scritti perciò in 
( XXXMll ) in una linea orizzontale i due coeffi- 
cienti a , h , ed alla loro sinistia separato con una 
lineetta verticale il numero A, si ponga in uQa le- 
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concia riga sotto del b il primo coefficiente « , e 
moltiplicato questo per h si sommi col sovrapposte» 
e si scriva nella stessa riga il risultato ah->rzh. 
Ciò fatto, si prosegua ad operare come nel (re.° 206 
Alg. ) , e con la continua moltiplicazione per h si 
determinino , e si pongano nella seconda riga i suc- 
cessivi risultati ah^-^ hh, ah? bli^, ec. lino allo 

m, m— I 

m-^\esimo ah ~^hh . In seguito, scritto nella 
terza riga il primo coefficiente a sotto di ah-*-b , 
si operi sempre, come nel cit.® («.* 206 ) mol- 

tiplicando esso a, e tutti i successivi risultati , che 
ne vengono per h , e sommandoli con i sovrappo- 
sti , fino che si giunga al risultato mesiino. Scritto 
poscia nella quarta linea sotto di zah h il solito 
coefficiente a , si seguiti la stessa operazione cit.® 
( «.“ zc 6 Alg.) cof moltiplicare per k il numero a, 
e tutti i risultati successivi, e col sommar questi 
con i risultati corrispondenti della linea terza, fin- 
ché si arrivi alla m — lesima , e lo stesso prosegua 
sempre a farsi , portando il coefficiente a d’ una 
colonna sempre più alla destra, finché giunga es- 
so a alla colonna ultima. Ciò fatto, per poca ri- 
flession , che si faccia , vedesij che la prima par- 
te della colonna ultima deve , per la natura della 
operazion praticata essere composta di quegli stessi 
termini, de’ quali é composta 1’ ultima colonna in 
(XXXVII) : i termini poi , ché formano la parte se- 
conda della medesima colonna ultima ( XXXVIII ) 
• vengono determinati come quei della parte prima, 
'ma cominciando il corrispondente coefficiente b ad 
esistere *una colonna più a destra di quello, che esi- 
sta a, è chiaro, che tanto gli esponenti , come i 
fattori dei numeratori ne’ coefficienti numerici dell*' 
indicata parte seconda dell’ultima colonna dovran- 
no essere inferiori di un’ unità di quello che siano i 
rispettivi esponenti e fattori nella parte prima. 
Dunque i termini di questa parte seconda essen- 
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m— I ? 

do bh > (m—i)bh 


{m — T^m— 


(m—ì)bh, b, col moltiplicarli rispettivamente per 
m— a m — i 

1 , X , X*, x^, ec. X , X , e col sommarli in- 
sieme, otterremo una serie, la quale altro non è, 
che la proveniente dallo sviluppo della potenza 
m — I 

i(r-i-//) ; ma moltiplicando i termini della par- 

te prima' rispettivamente per i j x, x' , a*, cc. , 
m — 1 m 

X , X , si ha la serie , in cui si sviluppa la 

m 

a[x-t-h) (prec. I). Dunque col moltiplicare i ter- 
mini’tutti dell’ultima colonna (XXXVIII ) i due 
della prima linea per i i due della linea seconda 
per X , i due <lella terza per x* , quei della quar- 
ta per x^ , e così di seguito fino a moltiplicare i 

m— I 

due termini della riga penultima per x , ed il “ 

m 

solo della riga ultima per x , si otterrà conte ò 
stato richiesto lo sviluppo della somma 

m m — I 

a(x-^h) -i- b(v -i- h) 

h\a , b 

a, (ah-*-b) , (ah'-^hh ) , (ak^-hbh *) , (ah^ -h-bJi^) , ec. 

( m m — I \ 

ah -erhh / 

, ( 2 .ah-*-b), (ìah'-*- 2 .hh), (^ah^-i-ibh^) ec. . 

(XXXVIII) 

a, (Ìah-*-b) , (6ah^-*-Zbh) ec. 

/(in — iIto , rrv—A (m— .a)(m— i) , . w — 3\ 

. . . (' ah bh 1 

a , ( mah -t- h ) 
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Ilf. Sì cerca di sviluppare la somma 

m m— X wj— a 

c(r-4-A) -f- (jc-t-i) -♦-<r(x-*-/i) . Pongansi a tal fine 

in (XXXIX) io una linea orizzontale i tre coeifìcienti 
a, h, c, 0(1 alla loro sinistra disgiunto con una 
stanghetta verticale il numero h. Scritto in segui- 
to a sotto di h , si moltiplichi esso a per /«, e co- 
me nel (prec. II) si sommi il prodotto ah col so- 
vrapposto b -, scritto il risultato ah-*-b sotto di c, 
si sommi con lo stesso c il proitòtto di ah-^h per 
h, e posto alla destra il risultato ah* -*~bh c ^ si 
prosegua , come di sopra, a determinare moltipli- 
cando sempre per Ze , ed a scrivere successivamen- 
te nella stessa linea seconda tutti i risultati ,.che 
ne vengono , fino allo m-t-iesimo . Nella inaniei*a 
medesima del (n.® 206 ) , e dei (prec, II) si 

determinino i termini di tutte le altre righe ; e dopo 
ciò è facile a vedersi , che P ultima colonna è necessa- 
riamente composta di tre parti, la prima, e la seconda 
delle quali non sono evidentemente, che la prima» è 
, la seconda dell’ ultima colonna del (XXXVIII) ; la ter- 
za parte poi venendo determinata come le. altre > e co- 
minciando in ciascuna fila a nascere dipendentemente 
dal coefficiente c, e però nel terzo risultato, dovrà 
negli esponenti del numero h , e nei fattori dei di- 
videndi nei coefficienti numerici contenere due uni- 
tà di meno , di quello , che si contengono hella 
parte prima; ed essa terza parte per conseguenza 

m— a m— 3 

sarà formata dai termini eh ■ , (/ra— a) eh , 

(m— a)(/a— 3) 4 i , . , 

■ eh , ec. Col moltiplicare adunque 

i termini tutti dell’ ultima colonna (XXXIX) , i 
tre della prima riga per i, i tre della riga seconda 
per X, quei della terza per x* , quei della quarta 
pera:^ , e così in progresso fino a moltiplicare i tre 

TO— a 

termini della fila antepenultima per x , i due 
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2 oS 


della penultima per x”'’ * , ed il solo dell’ ultima 

]>er a”* j risulterà per tal modo evidentemente 
la serie , nella quale si evolve la data somma 

I . 

7B m — I TO—a 

(a?-+.A) i (jr>+-A) -4-c {x-^h) 

h \ a , b c 

a , {ah~*-b) , (ah^-^bh-*-c) , ( ah^-¥-bh-*-ch ) , ec. 

m w— I m — a\ 


(aA -*-bh -^ch 
a , (anA-*- A ) , ( 3 aA* 2.bh-*-c) , ec. 


(t<* 


m — 1 m — a m 

m — I , , * m— a , 

bh H eli 


1—3 


1 

ec. 


(XXXIX) 


», ec. bh h- c 

\ i . a 1. 

a j ah -t- b 


) 

) 


IV. Che se la somma data a svilupparsi sia 
composta di quattro, cinque ec. potenze successive , 


cioè se sia la a{x-*-h) 
m —3 


d(x -t- h) 


• A(r-»-A) 

, oppure la a(x-4-A) 


m— I 


C (.t- 4 -A) 

■b{x-i-hr~' 


ec.H-e (ar-4- A) , eo. ; otterremo la serie richie- 
sta, operando sempre come precedentemente , e co- 
me nel (/j.® 2 o6 Alg.) , avvertendo però di porre 
nella prima linea orizzontale, come nei {prec. II, III), 
e come nel ( w.® 92 ) tutti i coefficienti supposti 
a , b f c ■, d i cc., e avvertendo, nel formare la li- 
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nca seoonda , di gommare ciascun risultato , che cì 
ottiene successivamente , con il coefficiente sovrap- 
posto , finché tali coefficienti siano «sauriti affatto . 
Operando in simile guisa è chiaro che l’ultima co- 
lonna sarà formata di tante parti quante sono le 
■uccessive potenze supposte ; che le prime tre di 
queste parti sono quelle stesse tre^ ehe formano la 
colonna ultima in (XXXIX) ; che la parte quarta , 
mentre è della forma medesima delle precedenti , 
contiene poi negli esponenti di A , e nei fattori dei 
numeratori nei coefficienti numerici tre unità di 
meno, di quello che si contengano negli esponen- 
ti , e nei fattori della parte prima ; che la parte 
quinta , avendo anch’ essa la stessa forma , contiene 
negl’ indicati esponenti e fattori quattro unità di 
meno di quello che nella parte prima, e così di se- 
guite; e tutto ciò perchè mentre 1’ operazione so- 
pra tutti i termini è sempre la medesima, il coef- 

• • Il / ) TW— 3 

fidente d poi appartenente alla potenza d\x-^h 
non comincia in ciascuna riga a mettersi in cam- 
po , che nel risultato quarto, il coefficiente e appar- 
ai — 4 

tenente alla e(x-*-h) non comincia in ciascu- 
na fila ad apparire , che nel risultato quinto , e co- 
si in progresso . Dunque i termini , che costitui- 
scono la quarta parte dell’ ultima colonna essendo 

I (m— 3)(m— 4) 5 

dh , (m— 3)riA , dh ,ec. 

quelli , che formano la parte quinta essendo 

e h , (/w— 4) ^ i 

ne segue , che moltiplicando i termini dell’ ulti- 
ma colonna, quelli della prima fila per i, quelli 
della fila seconda per x, quelli della terza pera;*, 
ec. , otterremo un risultato totale , il quale non 
sarà, che la serie, io cui si sviluppa la somma del- 
le date potenze . 


» 
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Perciò se la somma data a svilupparsi sia la 
m iR->i m — a 

a{.v~t-h} -i-b[x-*-h) c(x-^h) ec. (XL) 

s(x '*■ h)* -i- 1 (x h) u -, 

da quanto si è detto nei (prec.* I, II , III . IV) 
apparisce, che la serie richiesta sarà 

m m—i m— a 

(ah bh eh -t- ec. . . 

. , , -t- sh* -t- th-*-u)i . . . . , . . . 

m — I m — a m — 3 

-^[mah •^(m-~i)hh -+-(m— a)c 4 ec. . . 


( 


zsh 


t ) X 


m(m — il * (m — i)(m — a) , , ^ — 3 

-i ah ' bh 

a a 


(XLI) 


{m — a) {m — 3) ^ 


ec. s ^ . 


/ m(m — i) 

V 


— i) (m— »a) J fm— il (m— a) ( m — 3) 


<fh 


a . 3 


(m— a)fw— 3)f;«_4) , 171—5 

TT" 


ec. 


y 


cc. 

124. Probi. 17.® Dato il Polinomio 
m m—i m — a 

Z=«z f+-òs - 4 -cz ec. >4-«* -H fz . , (XLII) 

nel quale l’esponente m sia intero, e positivo, ' 
trovare con metodo spedito , ciocche esso Z divie- 
ne, allorché si pone z—x-^h . 

Sol. Poiché si vuole z = a;-*- A , è chiaro, che 
•i sarà sciolto il Problema , mentre con metodo spe- 
dito venga determinata la serie, nella quale si 
evolve la funzione (XL), Ora o si vuole, che tut- 
ti i numeri o, ò, c, ec. h siano determinati, 0 
razionali , 0 non si vuole . 

I. Abbia luogo la seconda di queste ipotesi. 

In simile caso , siccome i coefficienti « , ^ , c, ec. , 
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ed il numero h sono .in rutto , o in parte quaiitiltk 
alj!;ebraiohe , dovranno nel risultato , che si cerca , i ^ 
coefficienti delle varie potènze della x essere forti 
mali di varii termini necessariamente tra loro dis- 
giunti : in conseguenza di ciò si scioglierà nel ca- 
so supposto il’Prolileina ; mentre si determinino spe- 
ditamente i termini accennati . Ora dai modo , eoa 
cui si è ottenuto il risultato (XLI) (I, ec. IV. i 
e dalla forma , che quindi ha esso aojuistata , ap-, 

f iarisce , che i termini, i quali formano in { XLI ^ 
a prima riga orizzontale, si ricavano agevolmente • 
e immediatamente dal valore della Z , mentre si 
scriva invece dell’ incognita z il numero h\ che 
la riga seconda ritraesi dalla prima , col moltipli- 
care ciascun suo termine pel rispettivo esponente 
della A, col diminuire l’esponente medesimo del- 
la h di un’ unità, le col moltiplicare tutto per x; 
che dalla seconda si ottiene la riga terza , molti- 
plicando oiaschedun termine di quella per 1’ espo- 
nente della h , diminuendo ciascun esponente di 
un’ unità , dividendo ciascun coefficiente per 
e moltiplicando tutto per x ; che si ricava la^ri» 
ga quarta dalla terza col moltiplicare ogni terga- 
ne di questa pel rispettivo esponente delia h , con 
lo scenare 'ciascun esponente di i , col ' dividere 
ciascun coefficiente per 3 , e col moltiplicare tut- 
to per X ; e in generale , che una riga qualunque 
pesima si ottiene dalla precedente p—igsima ^ men- 
tre si molti|)lichi ciascun termine di questa pel ri* 
spettivo esponente della /i , si diminuisca ciasehe- 
dun esponente della A di un’unità , si divida ogni 
coefficiente per p—T , e si moltiplichi tutto per x. 
Dunque essendo i’ operazione ora accennata assai 
semplice, ed altro il risultato (XLI), che ne vie- 
ne , non essendo , che la serie , in cui si svilup- 
pa la funzione (XL) ; ne segue , che coll’ eseguire 
simile operazione, otterremo in questo primo caso, 
quanto riehiede. il Problema cioè otterremo col 

me- 
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metoilo spedito cioccliè diventa la Z , mentre inve- 
ce della 3 si sostituisca x-^h . Si voglia per esem- 
pio determinare speditameiile ciocché diviene la 
Z = 3® — — loz— i5 , allorché si po- 

ne 3 = x-t-/j: eseguita qui sotto i’operazioae pro- 
cedente , troveremo risultare 


V ( S/i"*— tó/i^-+-9A*-*-i4/«— ic'jx-*- ' -.V ■ 

7 _ 7 — 54^*-+-y/r -+-7)a!*-*- 

\ (ioA’ — 36A -t-3)x^-+- 
/ ( SA —g>}x^ -H 
I X» . 


II. Siano i numeri a, b, c, d, ec. A tutti de- 
terminati, e razionali, e siano inoltre interi . Ope- 
rando come nel (prec. I), potrebbesi anche in que- 
sto caso sciorre il Problema ; ma per la supposta de- 
terminazione, e razionalità de’ numeri a, b, c, rf, ec. A 
dovendosi nel risultato ultimo, diesi domanda, ridur- 
re i termini, che in (XLI) formano ciascuno dei coef- 
ficienti delle quantità i, x, x*, x* , ec. ad un termi- 
ne solo; l’operazione riescirà sommamente più sem- 
plice, se invece di servirci del metodo del (prec.l), 
ìletenn incremo i citati coefficienti del risultato (XLl) 
col metodo esposto noi (I, ec. IV. n." ia3), ese- 
guendo in esso attualmente le- accennate successi- 
ve moltiplicazioni , ed addizioni . Gli esempj se- 
guenti rischiareranno di più la cosa . Abbiansi a ca- 
gion d’esempio i due poiiiiomj Sz^-s-óa*— loz— 15 , 
143 ^— 7 , e si voglia, rapporto al primoz=:r— 3, 
e rapporto al secondo z=x-*-5. Eseguisco qui sotto 
(XLIIl) 1’ operazione indicata nel (IV. n.® ia3), 
avvertendo di considerare il Polinomio aa*— i 4 z ^-— 7 
come fornito di tutti i suoi termini , ossia della 
forma az^-s-oa^ — i 42 ®-*-oa*-**<Jz— 7 , e quindi di porro 
tanti zeri corrispondentemente a tutti i termini 
mancanti ; avvertenza, la quale « necessario di ave- 
dl^xbra 14 




« 
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re in tutti i oasi , ne’ quali il Polinomio dato è 
privo di uno o più termini. Raccolti poscia i nu- 
meri delle ultime due colonne , i risultati richie- 
sti saranno 

— i7a?3-f-io5x* — 28<)x rS- a85 , 




— 3|i, — 5, 6j — lOj— i5 


5 |a,Oj— 14, p, 0,-7 


1,-8, 3o, — 100, a85 


a, 1 0, 36, 1 80, 900, 449$ 


I,— II, 63, — aSp 


a, ao, i36, 860, 5aoo 


(LXIII) 


I, —14» 

- 17 



2, 30,286,229% 
a, 40, 4^^ 
a, 5q 

a 




III, Ritenuti i coefficienti a , b , c , d , cc. in-. 
Ieri, sia A una frazione ragionale. I metodi dei 
( prec,* I , II ) serviranno eziandio nel caso presen- 
to alla soluzione dèi nostro Problema : ma la bri- 
ga di ridurre poscia alla stessa denominazione , e 
di sommare insieme i termini fratti, che si produ- 
cono nelle successive determinazioni, fa sì che tor- 
nerà assai meglio il far precedere ai citati metodi 
dei (prec.* I, II) la seguente semplicissima opera- 
zione , 

Supposto A=-^, si scrivano in (XLIV) in 
una linea orizzontale tutte le successive potenze 

m— a 771 — t m 

I , i, i‘, ec. i , » , i , e sotto di loro 

rispettivamente gli m-t-x coefficienti a, b, c, r/, ec* 




> 
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», t, u, ponendo lo zero, ove inancnss.e qualche 
termine della Z {prec. Il] •, si inoUiplichiiio quindi 
le citate potenze della i pei rispettivi coellìcieq- 
ti, si scrivano al disotto in una linea orizzontale i 
prodotti , e con' questi prodotti a, l/i, ci^, 'di^, ec. 
considerati come coellìcicnti deliba Z , e col solo nu- 
meratore g della frazione si operi come si è fatto 
con i- coefficienti a , 1/ , c , d , cc. , o con h nei 
{prec.* I, li). Dopo ciò si moltiplichino le quan- 
tità, che giusta i citati {prec.* ì, II) ci risultano, 

rpiella della prima riga per — , quella della ri- 

ga seconda per > quella della terza per 

i ^ 

"TTiHa » 1 ’ altra della quarta per ^ , e così 

^ moltiplicare la penultima pei^ 

•j~ , e l’ultima per x j e sommati poscia tutti i 

prodotti , il risultato , che ne viene sarà la fun- 
zione domandata . 

^ ® a m— I m 


t , 


m — I 
ti 


u 


m 
ui' _ 


^ a " j c , d, ec. i , 

r • -3 ,.3 . m— 

a , in , Ci ’ di , ec, si 

Posto per esempio Z=z^-bz^-i-8z^—^=*-s-icz—20j 

si voglia h — -p = . Operando ^uì sotto "nella 

maniera ora indicata, e giusta il {-prec. Ih), per- 
chè la frazione, e tutti i coefficienti sono deter- 
minati , otterremo per la funzione richiesta • ^ 




(XLIV) 




i: i4 ^ _ *«95 


n 




“f- ..... 


at 




Di.jiii?: p. 


L 
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1 , ' 3, 9i a? 1 8i , «43 

ì , -^ 6 » 




■>» 


8, 

— 4, 

IO , 

— so 



— Zo 8 , 

810, 

—4860 


i3, 

7 » 

- 73 , 

44S, 

-a 635 

X» 

^ 8, 

—33 , 

— a33, 

— 745 


x> 

- 3, 

- 48» 

— 478 



Jji 

a> 

- 88 


7 

z 


So, posto 7^:72*— 52 *-*-ioz—i 5, Si \uoIe la fn- 

lione-^ indeterminata; trovate allora , com^" in 
- » 

(XLIV) le quantità 7, — 5», tot*, — i5i^, formo la 
funziono 72*— 5»z*-t-ioi^3— iSz® , e formo più sempli- 
oemonte la funzione medesima , col moltiplicare il 
primo termine della Z per i , il secondo per i , il 
terzo per i* ec- ; e operando in seguito sopra que- 
sta funzione ottenuta secondo il {prec. I) » e eòm'e 
è stato ora accennato , avremo, pel richiesto rtasl- 
tato 

(7g* - Sig* -V I oi*g — 1 5t*) X -jj 

* flp 

*Oi») 

X* 

H-( »ig — 5») -p 
70;* . . 

Per riconoscere la ragion® della presente ope- 
razione, si ponga in (XLI) -f in luogo di A, -• 
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9Ì riducano allo stesso denominatore fatti i tèrmiai 
ili ciascheduna riga^ risulterà da ciò 


( m m—i a m — a 
ag -^-big -i-Cf g -t-ec 


' f 

■*-\mag 




m^a a m — i mv ^ 

si g-*-ti g-hui )X — 

TO— a a 7R— 3 

[m—j)brg *i*{77i— a)ci g •«* ee. •«> 


771 


xsi 


X 


ft 1 . ;«> 


( mCm' — i) w—a (m— ' 

^ .4. hg 


w— 3 


(W aKm J) cig”^^^ ec.-i- V ec.)-^_, (XLV);^ 

/m/m— i)(m— a) w— 3 („«— t)(m— a)(nt— 3)^ • . 

K—TTù T73 


X . 6 

( m — 3 )( m — 3) ( m— 4 ) 

■»“i' a . 3 


;• — dt . ’n—S 


Clg 

ec. 


)j-S 

■^-3 


Ora se la data funzione (XLII) invece de’ coeflìcien. 
ti a , b , c , ec. s , t , u , contenesse gli altri 
— - m 


w— a m — I 

si , ti , ui , e se invece di 


a, hi, ci* , ec, o» j 

h si ponesse il numero g; eseguendo le operazioni 
de' ( uree} I , II ) > risultano evidentemente da pri- 
— le quantità, che in (XLV) esistono tra le pa- 
_ • .. TnnltinlìnnnHo niipftt'n 


ma 


xentesi e in seguito moltiplicando questo rispet- 

X X* 

tìvamente per i » ec. , e somtnan» 

dole si ottiene appunto tutta la stessa funzione 


«A vrw«wt«v< u |.r M •« WMWW 

(XLV) ; dunque tale funzione pel modo con cui si 
• determinata , altro non essendOf che ciò che dU 


• a 

Ss 
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\iéné la (XLII) , allorché si pone z=x-*- —, ne se- 
gue , che ec. 

Se fossero frazioni ancora alcuni , o tutti i 
cot-fificienti a, h, c, d, ec. ; allora converrebbe ri- 
durre ila prima simili coefficienti allo stesso deno- 
minatore, e poi operare come precedentemente , 
‘prescindendo dal divisore comune , che poi si po- 
ne in ultimo . 

laS. Scol. i 4 ** !• Dalla prima linea del risul- 
tato ( XLI ) apparisce , che 1 ’ ultimo dei valori, i 
quali col metodo del ( JI. n.° 124 ) si ottengo- 
no , altro non è se non se ciò, che diventa la 
( XLII ) , allorché alla z si dà un determinato 
valore h ; e quindi si vede una ragione del me- 
todo usato a risolvere il Problema del ( n. aóa. 
* 4 /g. ) più generale della ragione addotta in quel 
luogo . 

II. Se nella frazione -y del (III. n.° 124) il 

denominatore i sia una potenza esatta , e positiva 
del io; allora potremo o ridurre la frazione a for- 
ma decimale, e servirci per la soluzione del solito 
Problema (ra.'’ 124) soltanto del (li. 124), op- 

^ . 

pure supposto i=:io , si potranno aggiungere y zeri 
alia destra del coefficiente b, s.q z,eri alla diritta 
di c, òq zeri alla destra di d, e così di seguito, 
venendo cosi, giusta il (III. n.® 724) a moltipli* 
9 nq a. 3 y 3 

tjarsi b per IO ~i , c per io = r, per io = i , 
ec. ; e poscia proseguire il calcolo come nel citato 
(dii- i-i 4 ) • 

III. Se mai si voglia z = ; allora otterre- 

mo ciocché diviene in corrispondenza la ( XLII ) ^ 
mentre nei risultato ( XLV ) ottenuto secondo il 


j 
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(III. 71 .® 124) j ciascuna potenza i , x, a“ , x^, ec. 

m 

della X si divida per la stessa potenza i . 

m(m — t) 

’ a , 


126, Teor.6.’' Supposto a=zi, b=:m,c: 


__ m(m—i)(rn — a) 
a . 3 


ec. r= 


m{m— i)(m— a) _ m(m~iy 


2. . 3 




i=m, , e sostituiti rpesti valori nella (XLV), 
io dico , che , prescindendo dai fattori 


1 ,^ 


•w— I ’ -Jn 


, ec. la prima riga dell’ Indi- 


m 


cata funzione diverrà = (g-t-i) , la seconda riga 
»«— I , mlm — i) , 

j la terza = — ^ > la quar- 


m{m — i)(m — 2) 


ta = 


m — 3 


e così di seguito. 


Dìm. Rapporto alla prima riga è facile a veder- 
si la verità di quanto abbiamo asserito: impercioc- 
ché per 1’ indicata sostituzione essa riga diviene 

m(m — t )(w — 2 ) .^ 


m — I 


g -^rmg 


* § 


. 3 


-t. g ^-CC. 




m(w — ^ Tnfm— i) ^ ^ ^ 

173 S ^ — *■ ■ 6 


(XLVI) 


j 


ed è questa la serie appunto in cui si sviluppa la 

m 

potenzi (g-t-i) {III. ra.» ip 3 i 

Rìgiianlo pòi alla linea seconda osservo nasce- 
re essa .col moltiplicare ciascun termine della j>ri-- 
ma pel rispetiivo espouente della g, e col dimi- 
nuire tale esponente di un’ unita (I., j . ^ 

Dunque nel nostro caso la seconda riga divi^fRcrà 
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r. 


»r6 
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77i(m— i)(m— a) * 

5 » S 

771 — 3 % 


m{m—i)ig 


w(m— 1)(77»— 2)(77t— j) ^ 4 171(771— iKttI— 2) 

a. 3 *5" -»*ec.H r.li g 


TTifm— I) 

(XLvii) 

='«(g 


77»— a 


ai 




77t— I 

•mi 

77»— a 


; ma questo risultato è 




% ^ 


a . o *6 ■♦•ec.-f- — I 


TTI^a 771* — I 

g-*-i ) —m {g-*-i) . Dunque CC- 

Prima di procedere innanzi si rifletta , clic 

m 

mentre il risultato (XLVI) è = , essendo J’al- 

77» 1 7M 


a 

»»— I 


m — 3 a 

e 


tro { XLVII. ) = m (^i) —[g-*~ i) X , la so- 

vracsposta operazione , quella cioè di moltiplicare 
ciascun termine della funzione (XLVI) per r espo- 
nente della e di diminuire questo esponente di 

77» 

1 equivale al dividere la quantità {g-*-i) ferg-t-t, 
ed a moltiplicarla per l’esponente m, e ciò qualunl 
que sia il numero m , purché intero, e positivo . 
Aggiungasi poi, che se tutti i termini della (XLVI) 
fossero moltiplicati per una quantità stessa M ri- 
•ulterehbero moltipllcati per M anche tutti i ter- 
mini della ( XLVII ) , e però dalla M (g-t-i) si de- 

77»— I 

durebbe la »nM(g-*-i) 

Ora come nella funzione (XLV) dalla prima, 
nasce la seconda riga , così dalla seconda si produ- 
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la riga terza , dalla terza la quarta, dalla quarta 
la quinta j e cosi in progresso, purché tutti i termini 
della terza si dividano per 2, tutti quelli della 
quarta per 3 , tutti quelli della quinta per 4 j ec. 

( l.ff.® 124 ) . Dunque in conseguenza delle rifles- 
sioni poc’ anzi fatte , la terza riga della funzione 
« 

(XLV) per la nostra supposizione diverrà 
= * > la riga quarta , 

^ m(m— i)(»Tt— a) la quinta ' 

__ m(m— i)(m — a)(m— 3 ) , 4 

04 » 

c così di Seguito . Dunque , ec. 

127. Cor. Nel caso , in cui , i siano numeri 
interi, ed m intero, e positivo, le righe della fun- 

tione (XLV) , prescindendo dai fattori , 

3 altro non sono , che i valori , i quali si 

'ottengono nell’ ultima colonna verticale in conse- 
giienza della operazione esposta nei (II, III. w." 124). 
Dunque allorquando le successive potenze i*, 
ec. i" vengono rispettivamente moltiplicate pei nu- 
. m{m — 1 ) 

meri 1 , m , — g , ec. i , e si eseguisca poscia 

con il numero g , e i prodotti ottenuti , la indicata 
operazione dei (II. III. n.® 124), i valori dell’ulti- 
ma colonna verticale altro non saranno che le quan- 


m — 1 


TO(m— 1) 


M— a 


'(g-*-i) , ec. ( n.* 


tua (g-t-i) , 

Sà 

prec. ) . Ecco ciò da cui dipende evidentemente la 
dimostrazione di quanto è stato asserito , e noa 
dimostrato nel ( V. ».® 269. Alg. ). (a) 

(a) Nella soluzione in numeri interi'^ e positivi della E- 
guazioue ’fx -f- 5jr iz -i- ss 3^ «sposta ad «sempi* nel 
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128. Def. 14." Se una serie ha i suoi termini 
in continua (n.^ Alg.) progressione geometrica, 
tali cioè, che, come il primo sta geometricamen- 
te al secondo , così il secondo stia al terzo , ed il 
' terzo al quarto, ec. : Essa si chiama Serie, o Pro- 
gressione geometrica . Tale per esempio è la seguente 
3 5 12 , 48 , 192 , 768 s 8072 , ec. 

*• ^ jzg. Scol. i 5 .* Sia a il primo termine della se- 

ne , ed m 1’ esponente della ragione geometrica 
(n* 118. A/g.) tra il primo, ed il secondo termine 
'della serie medesima . Essa sarà evidentemente 

284^ w — I 

(XLVIII) a , am , am , am , am , am , ec. am 

esprimendosi al solito per n il numero dei termi- 
«' — 1 

^ ni, onde T =.am . Nell’esempio del {n.‘ prec.) 


n — I 


8Ìhan=3,m=4jeT = 3.4 

n 

i 3 o. Proh. iS.® Determinare la somma genera- 
le di una serie geometrica, di cui il termine gene- 


n— I 


Tale sia am [n." prec.) . 'f. 

Sol. Poiché « è il primo termine della serie; 


n— I 


supposta, C (1 am l’ultimo (XLVIII) , e poiché, 
mentre si ahhiano più ragioni geometriche ugnali 
fra loro, la somma degli antecedenti deve stare al- 
la somma dei conseguenti, come un solo antecedeu- 


( w.® iSg. Alg. ) , è sfuggito per mancanza di osservazione 
•nn terzo caso diverso dai due colà accennati , nel qnaie la 
data Equazione può risolversi, come è stato riclucsto . Men- 
tre colà si ^faccia r=: ii, risultando f << ii —, <>• 14 — , e 

dovendo d' altronde il valore di t essere divisibile esatta- 
mente per 4 , potrà in corrispondenza avere il valore ta , 
* da ciò risulterà per la terza soluzione xZ^ i , y ~ \ , 
2 = t , u SS 1 • 


^ • « 
.vf : 




r 
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te al sno conseguente ( Vili «.* ), ne verrà 

n— I 

S — am : S — a 


2 :: I :m , e per conseguenza 
5 = -—"^^=:^^^ — Nella serie del precedente 

m-f I I — la -i * 


esempio ( ra.® i a8 ) avremo S = 4 — •Xjesen.rró» 
69 

avremo S = 4 — 1 = 4 ^ 9 ^ • 

i 3 i. Scoi, rO.® I. Data viceversa la somma ge- 
nerale di una serie geometrica , potremo agevolmen- , 
te averne il termine generale (II.«.®8i). 

II. Se nella serie (XLVIII) si voglia il numero 
a negativo; allora saranno negativi tutti i termini ^ 

n— t 

risultando in corrispondenza T = — am , ed 
S = — . Che se si voglia negativo 1 ’ espo- 

nente m della ragione geometrica; allora i termini 
della serie si alterneranno nel segno , e si avrà 

m))n 


T = a(— m) , S = 




III. Suppongasi n numero pari, e si moltipU- 

• • ^11 0(1— ni" ) fl(i-f-TO™) 

ciano insieme le due somme -! — - 


1 — m 


j-t-ia 


ne verrà il prodotto . Ora questo ultimo 


risultato non è che la somma della serie a*, 
a*m'^ , a^/n^ , ec. ( m.® i3o ). Dunque allorché la 
somma di un numero pari de’ termini della serie 
a , am , am*, am^ , ec. si moltiplica per la somma 
di un numero uguale di termini corrispondenti del» 
la « , -• am , am* , — am? , ec. ; il prodotto che se 
ne otiiene , altro non è che la somma de’ quadrati 
de’ termini supposti in ciascuna delle due serie . 

IV. Elevando ciascun termine della serie (XLVIII) 
.ad una stessa potenza, per esempio a; la serie 
<] tf (f q'-aq q 3q ^ 

a » a m , a m j a m , ec. , 




*■ 




\ 


i. ■ 
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q q{n^ij 

che ne nasce, tara essa pure geometrica, ed a m , 

^(t— m^”) ^ . , 

a ' ^ ne saranno il termine, e la somma ge- 

1— 

nerale . 

Col porre nella formola (IV) ( n.* 8l ) invece 

1/— I n 

dei termini T , T , ec. i valori am , am , 
n R>4-i 

ec. poiché risulta 


(p) p+n— 1 p+n— a 

D =c(f 7 i "“pm 






X m 


n n — 1 R— 1 p 

«c. qp/im ^m )ziam ('«— i) , 


avremo così una formola assai semplice , da coi 
si possono dedurre tutte le dillerenze della serie 
(XLVIIl) , differenze , delle quali ninna potrà evi- 
dentemente essere, come nel («.*96), costante. 

VI. Formando dalla (XLVIII) una serie inter- 
rotta (re.*iC9) per p termine, cioè la 
p-^~i ap^» 3j3-h3 4P"1*4 


am 


am 


, am 


i ec. , o8« 


(XLIX) 


, ùm 
P+t 

sia supposto m = M , la 

a , aM , ÉtM* , , cM* , ec , 

la serie risultata sarà ancli’essa geometrica , ed il 
iuo termine , e la sua somma generale saranno 


N-i _ (p+‘KN-i) ^ ^ 


oM 7 =.am 




VII. Potremo agevolmente interpolare («.‘'no) 
p termini a due consecutivi di una data serie geo- 
metrica . Supposto difatti, che la (XLIX) sia la se- 
rie data , basterà pel ( prec. VI ) prendere un nu- 

p+i 


mero m 


= |/^M, e 


servirci di questo , come di 


/■ ■ 


•WlC 






.V 




foci,.. C ..H 
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esponente della cuatuiite ragione geometrica . lia» 
gene interpolata sarà nel nostro caso la 

/-Vi /-f' 

a, u\/ M, a\/ M*, i\/^ ec, IVlfaM, ec. 

VIU. Suppongasi nella serie truovata nel («.*7^) 
L — I , X — -»- ma; sostituendo ne verrà 

«—I M— * 


• mz 


-zza-i^ amz urn*z^ -f- am^i^ -+■ ec.-«- am a 


^ ^ Dunque —f — è la funzione dal cui svU 

luppo dipende la serie (XLVIII) ( n." 77 ) . Se sia 
/«=-^, risultando = « z-+- — s*-*- p-3*-+- ec. 

n—i 

z > col dividere tutto per A, 9 

k»-‘ a) 

a a * ^ 

porro z= I j otteremo =: ^ p" -*-p: 

^ ec. -H . Duntjue è la funzionc^^ 

dalla quale > effettuando attualmente la divisione 
indicata («."78), si sviluppa la serie 


~ , ec. Ora qualunque decimale periodico è del- 
la forma 


A 

a a 

a 4 

loP 



f 


a ^ \ A. 


V IO* IO * 

lO^? ■ io-»« ■ ~ i ' 


ncndosi nell’ intero a ^ ciffre , e d’altronde» posto 


i^ziio , abbiamo io — i ad un numero forma- 


ata ^ Appendice all* Alcerha 
^ to di tanti 9 , «juaiiio viene indicato dall* intero 

q. Dunque essendo — la frazione, da cui ri- 

10“ — I 

Bulta con la divisione attuale la serie — — 

a 

-+ 


IO 




— ^ H-ec, ; quindi apparisce la ragione del me- 
todo, die si tiene dagli Aritmetici , onde ridurre 
iin decimale periodico a frazione ordinaria, ossia a 
quella frazione, da cui è stato prodotto. Quanto 
poi sì è detto fin qui mostra, die il periodico de- 
cimale si accosta sempre più al valore della fra- 
zione , da cui nasce , e troncato il periodico stesso 

al termine per esempio - ■ , l’altro 

I •* 


esprimerà esattamente la differenza che passa tra 
esso periodico, e la frazione. 

i3i. Teor. Se i tre termini a, b, c sono 
in continua proporzione aritmetica ; di viso per cia- 
scuno di essi uno stesso numero M, i tre risultati 

M M M. . . 

saranno m continua proporzione ar- 
mònica; e viceversa posti quelli in continua propor- 
zione armonica saran questi in continua aritmetica. 

Dim. I, Si verificherà la prima parte di que- 
sto Teorema, mentre, posto errai— a (II. n.^ i 

. , . M M M M M , 

V“T • T-t'-'S' ■ T . 

Ora a cagione di c=ai— c, abbiamo ' 


ab 


abe 


2M» »M^ 1 • • M» M» M* .• M* 

=, —zr^-r > si ricava = 

oe • ab ac . ac' bc * 

, M /M M\_M /m M\ . 

6 w\T~w)--7 \1 T~-t) > « 


il J:' 





, ^ M M M M 

UftlOlCtltC ^ I ^ L ** 

a (f 9 c 


.f. -A 


: — Dunque cc. 


II. Nell’altro caso^ poicliè si ha ^ = ^^Z7;>ot 


^ M M M M(aa— t) Mi+aMa— Mt aM, 

terremo 1 =: 1 — —. — •' = ■ -7 =-r’ 

a c a ab ob b 


, M M M . . 

e pero — , -j- , continua proporzione arit- 


metica . Dunque ec. 

i 33 . Cor. I. In conseguenza del prec.) se 

divideremo una quantità costante M per ciascun 
termine di una serie aritmetiea a, a-t-df a-*-2.d, 

a-i- 3 d, ec. ; la sene che ne nasce, 

M 


j ec. sarà armonica , e pel ( II. n.'* prec. ) qua- 


lunque serie armonica potrà sempre venire prodot- 
ta nel l’accennata maniera. 

II. Il termine generale di una serie armonica 

sarà perciò in generale , 

^‘'^4 — 
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i34» Scol. 17.* Preso il termine generale deI-_.* 

D '■ n 1 .. 

Ja serie (XLVIII) cioè ani (n.* 129), si cangi 

in esso l'esponente n — 1 nella j , e si ponga a./i 
È questa un’ Equazione fra le due inde termi nato*’ 

X j y nella quale agl'infiniti continuati valori, che 
si possono attribuire alla y corrispondono evidente-, 
xneutc infiniti valori della x , e viceversa.^ = 

135. D>;f. ló/ Una quantità, quale è * la pre- 

cedente m , che abbia 1’ incognita nell' esponente 
dicesi esponenziale ì e quindi Equazione esponenzia-^ 
le dicesi quella, ne* cui membri si contengono un» 

r 

o più di simili quantità, tale è la supposta atn =zr. 

In questa Equazione poi i valori della x si dcno-‘?^' 
minano Numeri^ i corrispondenti della Logarit-- 
mi, ed il complesso totale si de’ numeri , che de* ^ 
Logaritmi costituisce sotto un dato valore di a, ed 
un dato di m , ciò che dicesi Sistema Logaritmico, 
del quale la quantità m si chiama la Base , tà. il 
cueflicieuie a il Protonumero . 

136. Scol. i3.* Affine di indicare il Logarit- 
mo di una quantità , ci servirèmo delle lettere ini- 
ziali log., oppure Log. o più brevemente delle sol# 
lettere 1 , L , onde le espressioni Log. P , L. P , 
Log.(ar-+-ò), h{x’*~b) significano rispettivamente i Lo- 
garitmi delle V , X b . 

y 

*37. Cor, I. Dall’Equazione x=:a/n ( «.* i34) 

ri- 





ir , 


“%je 


Digiti?" 


/ 
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ricaveremo adunque y — lx («.* i J5, i36), e si avrà^ 

quindi x =: am^\ » 

II. Essendo le due Equazioui x~am^ , y~lt 
identiche Ira loro, potrà dalla p/inia conchiudersi 
la seconda , e viceversa . 

III. Se si ha un’ Equazione Xzz x , sarà ancora 
in corrispondenza log. X = jo^,x. Imperciocché siip- 

y 

posto log.X=:*Y, ìog.xzzy, risulterà X:xzam , 

x=am^ (prec.ll) f e però ain^zxam^, , 

e quindi a cagione della stessa base /n,.in corrispou- 
denza Y=jv, ossia iX — lx. i > 

IV. Ritenute le deuominazioni precedenti, dal- 
la Equazione Y=y, ossia IX^Ix si ricavérà 1’ E- 
quazione X~x. Ùifatti dalla Y=jy si ritrae tosto 

r altra — , ma an^ —X, am^ —x. Dun- 
que ec. ' 

V. Chiamato • il logaritmo dell’ unità, onda 

log. i — »j, sarà i = ma* . 

VI. Si' faccia x x= a ; ne verrà a — am^ , e pe-‘ 

rò I ; ma diventa i, quando y=o : Dun- 

que un logaritmo del Protonuinero è lo iero , e 
quindi si ha la = o . 


VII. Supponghiamo x—nr, risulterà 7w = a/n.^ , e 


qui 


indi I r= 


am' 


si divida per la Equazione 


i=:ain (prec.Y), e ottenendosi i = ' , que- 

sta sarà un Equazione vera , ogniqualvolta si ab- 
bia l’esponente, in essa, della i/i ugnale allo zero . 
Posto dunque ;y — i — • = o , giacché risulta 

, ue segue che il logarittoo della basa 
Algebra là 


i 
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.uguaglia l’unità più il logaritmo dell’unità mede- 
sima . 

Vili, Al variarsi dello quantità », w, varieranno 
i sistemi logaritmici (a.’ i35); coaicchò le due Equa- 

zioni xTzam costituiranno due sistemi di- 

versi , e corrispondentemente ad uno stesso valore 
della X sarà il logaritmo^ nel primo , generalmente 
parlando, diverso dal logaritmo T nel secondo . ^ 

i33. Def. i6,*Il dedurre dalle Equazioni x=zam^ , 
y^—x rispettivamente le altre.y =: Zar , IXxzlx ciò 
è, td)é dicesi passare dai numeri ai logaritmi ; il ri- 
cavare poi viceversa dalle y^lx , ZX =: Za? le altre 

X — am , X = 3? si dice passare dai logaritmi, ai 
numeri , 

139. Teor. 3.® Denominati x’, x", x'", «'*' , ec, 
dei numeri qualsivogliono , jy' , y" ì y'" t y" > i 
logaritmi corrispondenti; se questi formano una pro- 
gressione aritmetica, quelli la formano geometrica , 
e viceversa , " 

^ JDim. Avendosi per la supposizione le Equazio- 
ni x'^dTt^ , x" zzarvi , x'''zzam^ , x" ~am^'* t 
ec, , si dividano esse successivamente 1’ una per 

l’altra, onde ottenere i risultati — ni, ’ 


= , ec. Ora 

I. Volendosi y' , y" , y"', y'", ec. in progressio- 
ne aritmetica, deve essere y" — y' —y"' —y’’ t=^y'* 

y—y' — 




,/ 


y”' — ec. ( n.® 84- ) . Dunque risultando rrt 
- y'"— ,y" y y'" , x" x" x'-° 

m/ zz nd •' = ec. , ne verrà — r = — = — , = 

PC X' X 

ec, , e per conseguenza ~x', x", a?"', x'\ ec. 

II. Che se si abbia da prima —x',x'',x'”,x'^ « 
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227 


ec. , e però = ec. ; allora risultando 


m- 


y -y - »y -y =n/ = 


— m 


=z ec. a cagione della 
Stessa base m si avrà j”— y'=j'" — y” —y'* — y"' — 
ec. , è quindi — y', y", y'", y'" , ec. Dunque ec. 

140. Scoi. 19.° I. Suppongasi , che la serie geo- 
metrica del ióg) cominci dal protonumero , 

x' 

e sla — = /» . Protraendo in questa ipotesi la se- 
rie supposta indefìnitamente a destra, ed a sinistra 
di rt, ne verrà la indicata qui sotto in (L) nella 
prima linea; nia /a = o (VI.ft.®i 3 j), e per essere 

~ m ; abbiamo . Dunque i numeri del- 

la seconda riga pel (II. n.'^ prec.) esprimeranno i 
logaritmi delle quantità corrispondenti nella prima 


ec., am 


nr»-P. 


—3 


am 


, am ec. am , 
a 3 n n+i 


& 


am 


—I 


ec. 


a y am , y am » ec. am , am 

J 

ec.— (p-t-i),— p, eo. — 3 , — 2 , — i, o, i, a, 3 , ec. ra, 
71 -t- 1 , ec. 

II. Si chiami P la media proporzionale geome- 
trica tra i numeri am ,^am , risultando , 

P=a7» si avrà /P = - ”^- (I.n.° 187); e però il 

logaritmo di questa altro non è , che la media pro- 
porzionale aritmetica tra i logaritmi rispettivi n, 
n-t-i . Denominata Q la media proporzionale geo- 


(L) 


metrica tra am , e P = am * , poiché ^si ha Q =: 
arn~^’ e quindi ZQ = — — ; ne segue , che il lo- 
garitmo di questa seconda umilia. geometrica altro 
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non è, clie la meilia proporzionale aritmetica tra t. 

logaritmi corrispondenti n, Cosi proseguendo^ 

gf ■vede dalla natura stessa dell’operazione, che a 
tutte !e successive medie proporzionali geometriche 
corrispondono sempre per logaritmi tante medio 
proporzionali aritmetiche . 

IJL Nella nostra supposizione ahl)iamo 
x"':ayx'^:a^, x'* ,a::x'^:a* ( n.° l'òi.Alg. ) , ed i va- 
lori de’ logaritmi y', y" , y'", y" , ec. sono i , 2 „ 
3 , 4 5 80* f prec. I ) . Dnn<jue mentre la ragiono 
x"\a ò duplicata della prima x':a , il logaritmo y", 
-è doppio dell’ altro y' ; mentre le ragioni x"' : a , 
x" \a, ec. sono rispettivamente triplicata, (juadru- 
plicata ec. della stessa x'.a, i • logaritmi y'ty', 
ec. sono in corrispondenza doppio, triplo ec. del- 
lo stesso y' ; e per conseguenza , supposto che la 
ragione x'-.a si consideri di i.® grado, ciascuno dei 
logaritmi y, y", y"' , y'\ ec, esprimerà il grado del- 
la ragione , che ha rispettivamente ciascheduno dei 
numeri x', x“ , x", x" , cc< con il primo a, il qua- 
le perciò si chiama protonumero. Egli è da questo, 
che agli accennati y', y'', y’”,"y'' , ec. si dà il no- 
me di logaritmi, essendo questa una parola la qua- 
le composta dalle due ipiritiv, che significa 

Ragione dei Numeri , 

i 4 r. Teor. 9 .“ 11 Logaritmo del prodotto di 
quante si vogliono « quantità uguaglia la somma dei 
logaritmi delle qnantitii medesime meno il logarit- 
mo dell’ unità ripetuto le volte n — % . 

Diin. Rappresentatesi con lé x' , x"^ x", x'* , 
ec. delle quantità qualsivogliono , e con le y',y"t 
'y"‘,y"' , ec. i logaritmi corrispondenti, si moltipli- 

chino fra'loro le Equazioni x' xx am'f \ x'* — atti^ , 

(«) 

x"'^am?^ , ec. , avuta così la nuova 
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Hq^uazioaé x' x” ìc'" . ^ +,*c.+ ^ 

sì divida essa per l’altra i ::: am*’ {Y.n.° 127) elb- 

Vata alla potenza n*^ì èsima, òioà per i 7 ra’~~^ X 
{n—>l)u _ ^ ■' (n) 

fn , e poiché TÌsulta x,x" x" . . . •. . a; = 

«c. + (n— l)s» 

fflwi , , e fatto X x\ < • 

— z, _y'-f-j)^t-+-y"'- 4 -ec. > 4 - — ( 7 i-t-i}«=:u , poiché 

fii ha z~ani*, e quindi Izxiu ( 1 . 71.® 137 ); avremo 

Ix' x“ x" X —y'^y'-^-y'"-^ CC. ( 7 i-+-i)«> 

e però ì x' x'' x'" t . . 2= - 4 - hx" -+- Ix"' -*• ec. 

•4- 1 x^^ — [n — i)/j , Dunque ec. 

142- Ttor. ic,“ II lojijaritmo del quoto fra due 
q!ianlÌLà uguaglia la differenza del logaritmo del 
divisore dal logaritmo del dividendo aumentata dbl 
logaritmo dell’ unità . , 

bim. Divìsa l’Equazione x^tzam per l’altra 

y" . . .' i 

x" — am e moltiplicato il risultato ^ 

per la i = a/?7*»( V. /?.“ 137 ) poiché, si ottiene ~ ~ 

» 77 I .* 

, sarà • 4 -tù — lx’‘—lx"-<rl i . 

/ ’ 

143. Teor. II.» Il logaritmo della potenza n di 
una qualun(jue (juanfità x altro non è che il Loga- 
ritmo di essa x moltiplicato per 1’ esponente n uve- 
»o il logaritmo dell’unità presso ?i— i Volte c 

» bim. Si elevi la xxzarr^ alla potenza ti, e si divi- 
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da per la i = a” * { V. n.° 137). Risul- 
tando da ciò x" = si avrà lx — ny~- 

(«—i) ù>= n/x — ( « — I ) /i . Dunque ec. 

144. Teor. la.® 11 logaritmo di un qualunque 
r 

radicale \/ x uguaglia il logaritmo della quantità 
posta sotto del vincolo, cioè il logaritmo della x, 
aggiuntovi il logaritmo dell’unità moltiplicato per 
r — I, e tutto diviso per l’esponente del radicale, per r. 

Dim. La dimostrazione di questa proposizione 
non è che un corollario di quella del ( n.° prec. ) . 

Imperciocché supposto n — -^ , e fatte le opportune 

sostituzioni j otterrassi x = 

145. Scol. 20.® Suppongasi un sistema , nel 
quale sia il Protonumero a=i , e 1’ Equazione 

x — m^. In essa risultando /i = o ( VI. n.® 1 37 ) , e 

"quindi lx‘ x" x" . . . x^”^=/x'-*-/x''-4-/x'"-4-ec. -t- /x^”^ 

(n.®i4i), Z-^=Zx'-Zx" («.".142)7 Zx”=«Zx(/i.® 

0- ■> 

Ix 

143), 7 i/'x= — (n.® 144) ; ne segue, che quando 

il protonumero è l’unità, 

, I.® il logaritmo di un prodotto qualunque u- 

guaglia la somma dei logaritmi dei fattori : 2." il 
logaritmo di un quoto è uguale al logaritmo del 
dividendo diminuito di quello del divisore : 3.® il 
' logaritmo di una potenza uguaglia il logaritmo della 
quantità elevata a potenza moltiplicato per l’espo- 
nente : 4*". finalmente il logaritmo di un radicale 
è uguale al logaritmo della quantità posta sotto 
del segno diviso per l’ inilice del radicale. Queste 
'proprietà sono di un massimo vantaggio noi, Calcoli. 

\ 
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746. Prohl. 29.® Cónosciuli i logaritmi Hi un 
dato sistema ( re.° idi ) , determinare dipendente- 
mente dà questi il logaritmo di un dato Numero 
in un altro sistema logaritmico qualunque . 

Sol. Supposto essere x—arr^ 1 ’ Equazione es- 

Y 

ponenziale del sistema dato, ed x=kM l’Equa- 
zione dell’altro ( Vili, n.® 137 ) , supposto denotarsi 
con la lettera l i logaritmi del primo, con la L i lo- 
garitmi del sistema secondo , e supposto finalmen- 
te , che la lettera x denoti in amendue le Equa- 
zioni un medesimo numero , osservo, che prenden- 
do i logaritmi giusta il primo sistema , dall’ Equa- 

Y 

zione seconda si ha Zx = ZAM (lll.n.® i 37 ) = ZA-f- 
ZM^— Zi («."14') — ZA-i-YZM — (Y— i) Zi — Z i (n.^ii^ì ). 

l/^ 

Dunque sarà Y =: Y = Lr è appunto la 

quantità, che si cerca. Dunque conosciuti dal pri- 
mo sistema i valori delle quantità Zx, ZA, ZM, II, 
si otterrà tosto con la formola truovata il valore dì 
Lx . 

147. Scol. ai.® I. Sia Axza, ne verrà Lx = 

( VI. ra.® 137 ) , e però Lx : Zx: : I ;ZM — Zi . Dunque 
se in due sistemi il protonumero è lo itessb , i lo- 
garitmi di uno stesso numero sono in ragione co- 
stante . I 

II . Avendosi dal (j^rec. I) Lx' ; Lx" : : Zx' ; Zx", , 
apparisce , che in due sistemi dotati dello stesso 
protonumero, i logaritmi di due numeri sono nella 
medesima ragione nell’ un sistema , e nell’altro . 

III. Che se A = fl=i , risultando Lx = — , ot- 

I ZM 

terremo la soluzione del Problema del ( n.° prec. ) 
semplicemente col dividere Zx per ZM . 
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148. Teor. li.® Poita la Lase 'm del sistetnfl^ 

x—am^ positiva,! logaritmi de’ numeri negativi 
sono impossibili, mentre il protonumero a sia po- 
sitivo, c 8ft t-sso protonumero sia negativo, allora 
sono impossibili i logaritmi de’ numeri positivi . 

Dilli. Ogniqualvolta il logaritmo, ossia il va- 
lore della y sia reale, dovrà necessariamente esse- 
re maggiore, opjmre minore, opjiure uguale allo 
zero; ma in tutti , e tre questi casi il valore di 

è positivo. Dunque nel caso del protonumero 

positivo risultando sempre an^'pfo, e nel caso del 

protonumero negativo avendosi sempre — 
ne segue , cJie, mentre il logaritmo y sia reale il 
corrispondente numero x dovrà essere sempre nel 
primo de’ supposti casi positivo, nel secondo nega- 
tivo, e però ec. 

jqy. Scoi, 22.®, !• Poiché 1 ’ Equazione — x — — 

Gìvè^ equivale all’altra x — amy ; ne segue, che il 
logaritmo di un dato numero negativo in un siste- 
ma avente il prolon limerò —a , e la base m ugua- 
glia il logaritmo del numero stesso preso positiva- 
mente nel sistema dotato della medesima base in , 
e del protonumero -i- « . 

II. V ogliasi la base del sistema negativa . Aven- 
1 I I 

dosi le espression ( — m) 2 , (— w) 4 ^ {~^ì ^ tutte di 
valore immaginario , ne viene, die ogniqnalvoita 
Ì 3 y , e, però il logaritmo uguagliasse uno dei nume- 

ri j ec- il corrispondente rapporto -- 

sareM'»., mi l’ipotesi ora fatta, immaginario, e pe- 
rò tale il numero x, mentre si ponga reale il prò-* 
tOnUuiero a. '* 
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in. Per r uso che si fa nelle Matematiche dei 
logaritmi , il quale è grandissimo, si vuole , che 
posto H proionuuicro reale', a -lutti i valori reali della , 
j- corrispondano valori reali^ delia x\ mala snppo- e 

«izioue della iase negativa non soddisfa a questa 
condizione {prec. li). Dunque converrà porre det- 
ta base sempre positiva. 

i5o. ProbL 20.^ Cercasi di svolgere in serie la „ 

quantità esponenziale n/ , qualunque sia il valor® 

•^ella y. 

SoL Si ponga 

^ il '' 

^^=A-»-By-+-Cj*-s-Dj*-t-Ej*-t-ec.-»-MK”*“* -t-Nj 

ove i cotfficienti A, C, ec. 'sono indipendenti 
dalla y, FaC'dasi y — ^ \ risultando da ciò A — in* 

I per la ragione stessa, ohe si ® adotta nel { n.'t 
aci , 2 c3. Al^. ), dovrà essere 

-t-By-t-Cj ec. -t-My”']'’ ec. (LI) 

i5i accresca ora la y di una quantità indeterminata 

«, ne verrà = i -t- B(y-t-r) -t-C(y-4-a)*-t-D/y-«-2)* , 

>4- E(y-*-:'‘* -H ec. Tf- -t-Nfy-t-s)”-»- ec. c svi- 
luppando , col tener conto solamente fino alla prì- ^ 
ina potenza delia s , avremo -, ^ 

»i-^~*** =: I -i-By-t-C ; ®-»-Dy*-t-Ey*-t-ctJ.-»-My**~* *4-Ny”*t* ec. (LII) 

•+.z{B-4-2Cy-*-3Dy“-H-4Ey*-4-ec.-t-(«'— i)My”*~^-(-nNy”'“* ec. ) 

■ ■ ec. 

Ora posta nella (LI) la z invece della y , ne 

viene m*= i h-Bz - t- ec. , e moltiplicando fra loro Io 

serie, a cui si uguagliano le 'podestà in/ , , col 

non oltrepassare nella operazione la prima potenza 
della z , ottienesi 



I 
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(LIII)^ 2 (BH-B*j^+BCy*+BDy 3 +ec.+BLy"^* ^-BMy V ec .) 


(LV) 


là 

■» 


(LVI) 


ec. 


(LIV) 


Dunque a cagione di* X/»*, eisendo le 

due serie (LII), (LUI) uguali Ira loro, e ciò qualunque 
siasi la z dovrà pel ( «.* ^o^.Alg.) essere 

B -4- aCy -H 3 Dy* -4- 4 ^y* -i- ec. -t« = B B*y •+■ 

BCy * BDj 3 ec. -t- BMv”““* •+■ ec. 
e quindi pel citato (71.® zóa. Alg.) avendosi B = B , 
aC =B* , 3 D = BC, irBD, ec. («— i ) N = BL , 


nN=BM , ec. , otterremo B = B , C = — , D =r ^ 
__ B3 „_BD _ B4 BM B» 

o ^ A ^ O < J CC* N Zmm ■ ’ ■■ — .» , • %C» m 

a.3> 4 a®i>.4 « a.d.4...7i ' 


BC 


^ ^ B* 

e peròm =i-i-Bjy-H— 


B3 , , B4 , 


ec. • 


i. “ ■ a.o" a. 3.4 

y -4-ec. Avvertasi , die in questa ricerca II 

jcoefliciente B rimane necessariamente indetermina- 
to , e ciò per l’ indeterminazione della m . 

i5i. Probi, ai.® Truovare per serie il valore 
4 d V precedente coefficiente B espresso per la ba- 
se m. ^ 

Sol. Supposto y—i, onde la (LIV) riducasi alla 

„ B» B^ B4 

m=:i -4-B-4- 1 — 3 H — 3— -H ec. 

a a.3 a. 3.4 

si cerchi da questa col mezzo del regresso delle sc- 
orie (n.® to6 ) il valore di B , ed operando piena- 
mente, come nel (ra.® 107) truoveremo pel chiesto 
valore di B risultare • 


B = (m— 1 ) — 


(nt — ij* {m — 1)3 (m— 1)4 


4 - ec. 
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iSa. T>ef. i6.* La precedente quantità B, il cui 
valore «lipende dal valore della base m (n.'‘ prec.), 
dicesi Modulo del sistema . Quel sistema lagaritmi- 
co poi , nel quale tanto il protonumero , come il 
modulo sono = i , dicesi dal suo Inventore Nepe- 
riaìiB . e impropriamente Iperbolico \ 

\bì. Scoi. a3.® I. Pongasi nella (LV) B = r ; 

I 1 T 

risultando dà ciò m — ^ **" 2X4 ' 


= 2, 713284828459045123536 . . . , questo numero 
esprimerà per approssimazione il valor della base nel 
sistema Neperiano (nJ^ prec.), valore, che per .bre- 
vità rappresenteremo sempre in avvenire con la 
lettera e ; onde 1 ’ Equazione fondamentale di tal 


sistema sara x — e . ^ . 1 • 

II. A cacio'ne di a—i (n.°i 52 ) si verificherà nel si- 
stema iperbolico quanto è stato detto nel («.“ i4^) • 

III. Per la serie (LIV) , e pel (prec. I ) avremo 
nello stesso sistema 


y y' 




■ eò. 


yn 


ec.; 


2.3 2.3.4. * 2.3.4. ..n 

IV. Denotati con la lettera l i logaritmi nel 
sistema iperbolico , e con la L i logaritmi in un 

y ' 

altro sistema qualunque ai-=.am , si ponga nella 


T • • V B 

(LIV) y—~^ì avendosi da ciò 4= 1 




T 

ST 


— ^ — 4 - ec. = c ( prec. I ), otterremo mere 
2.3.4 ^ 


B 


però B = /w (prec. II^ n.® 145 > VII. «.*137) ; d’onde 
apparisce, ohe in^un sistema qualunque il modu- 
lo uguaglia il logaritmo iperbolico della base cor- 
rispondente , e per la (LVI) avremo quindi 


//» = (/«— j). 


(m — 0*^ (;«— 1)3 


(m — r)4 

T 


“ ec. 


(LVII) 


(LVIII) > 
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«I 

V. Dalla Equazione precedente m—e^ dedu- 
cesi — = e } ma da quest’ ultima Equazione 

apparisce , che quando ut si cambia in > B 
al cangia in — B. Eseguite adunque simili mutazio- 
ni nella (LVI) > poiché risulta — i ^ 


(i-)‘ 


(LIX) B = Ini - 


V- éc, -, ne verrà 

(m—t) . (m — i)* 


(m— 1)3 
iJni3 


(m— 1)4 
4/«4 


èc* 


VI. Pel (n.® 145 ) j e pel ( prec. IV. ) sarà Lai 

«- , e nel sistema x = n/ sarà Li: i 

— B ’ u 

154. Probh s2»® Svolgere nel sistema Neperia- 
no in serie il logaritmo di una quantità «i 

Sol. Qualunque siano i valori , -che si voglio- 
no attribuire alla supposta x, potendo sempre evi- 
dentemente supporre tanti sistemi logaritmici , i 
quali abbiano tali valori per basi, potremo sempre 
dire di ciascuno di essi, e però della stessa a?, 
ciocché precedentemente si. è detto della bsse/wj e 
collocando per conseguenza nelle (LVllI), (LIX) in 
vece della m ha oc, avremo per la chiesta serie cor» 
jàipondentemente 

, > \x — '1* (x — Tìà _ (x — 1)4 

lx^(x-i) ■ 


(LX) 


(3—1)* 


i 

(x~l]S 


4 


ec. 


ec» 


rS5.5coZ. 24.“ li Supposto = A , poicliè si 


ha 


2x-^la=tl “ ( «.• 145 ) , sarà pel (V.».®a53) Lx - 


X . 
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e perciò coilocando nelle (LX) — invece della pc , 
otterremo in corrispondenza 


rt)* (x — rt'3 (ar — 


~ 4«4 

^ -H ^ - 4 - ec 
~x ^ a:c* 3^3 4^* 


■) 

■). 


hx=k 

\ a 2« 

e supposto , anche nel sistema x-=.am , il proto- 
numero a=i , avremo . ! 

Lx = 4((a:~i)' -^-ec. 

-H 3^3 4x4 f 

II. Si collochi tanto nelle (LX) , come nelle 
(LXl)a;- 4 -i invece della x\ ne verranno quindi le 
seria . , 

^ 1. ^ ec. . J (x-^i ) == ^-^ -4. 

x3 x4 . - 

-4--7T — :— -4-ec. 


(LXI) 


3 (x-|-i)J 4 (x-hi )4 

L(x-fi)=A:^a:'-^-4-^-^-4.ec.), L(a;-t-i)^X: 

x^ t 3 -r4 • \ ' 

**" a;x+ 1 ;» o(x 4 -i ;3 4 (x-f i> ■*" / ’ ■ ; 

III. Si ponga arr:.^, risultando Z(x-4-i) sa 

/ (11-4: I ^ = /(^^) = l{z-*^b) -/*, si’ avM 

l[z^b)=lb +-J + ec. 

15 * 5 . Def. 17.* La prefcedtnte quantità k\ che 
moltiplicauilo la serie — 


(LXIIÌ 


ati‘ 


ec. sonvut^ 
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nistra la* serie , nulla quale si sviluppa il logarit- 

r 

mo di un numero qualunque a; nel sistema a; = a/ra , 
dicesi Sottotangente , o Sottangente del sistema 
medesimo . 

157 . Scol. a5.* I. Dall’ Equazione ~ = A, c 

dalle (LV)> (LVI) apparisce essere la base, il modu- 
lo ^ e la sottotangente di un dato sistema, tre quan- 
tità dipendenti 1’ una dall’ altra , cosicché , cono- 
sciutane una , potremo dedurre il valore delle al-« 
tre due; e sarà . ^ a 

I 

(/n— >0* (m — r)3 (ni— i)A * 

(m-i) ■*■”5 4~ 


m= ^3 H-ec. 

II. Nel sistema iperbalico tanto la sottotangen- 
te , come il modulo uguagliano 1’ unità . 

III. Pei (VI. 72.® 1 5.1 , 1. n.* i55) avendosi La;=: 
A/x , otterremo i logaritmi di un sistema qualun- 
que, nel quale il Protonumero sia = i , col molti- 
plicare' semplicemente i logaritmi del sistema Ne- 
periano per la sottangente nel sistema suppo- 
sto, - 

IV. Le proprietà dimostrate de’ logaritmi olFro- 
no un mezzo onde pruovare , che qualunque sìa 
r esponente , il coefficiente del secondo termine 
della serie , che si ottiene sviluppando la potenza 

, è sempre . Supposto difatti (z-4-i)* = 

'p ec. , osservo, che quando z =z o , 

risulta sostituito perciò questo valóre, e 

posto yz-H rz ec. — P » avremo ~ /(ò^-t-P) , 

hz hz^ , jf ‘ ^ 

■f però hìb ^*•*'6^*— — ec. 


! 
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(III. 7x.*i55) . Si ponga ora invece Ji P il «uo valo- 
re ne verrà ec. = |^ -r ec. Dunque avendosi ~ 

k—i 

= ^ (I. n.’* 202, Alg. ), risulterà q~hb (*) . 


i 58 . Teor, i 4 -* La prima delle, serie (LXII) ò 
sempre convergente,, ogniqualvolta si abbia x non 
;?>! , ed è divergente sempre , mentre sia or> i. 

Dim, Per la riflessione fatta nel [n.*2i2.AIg. ) 
la serie sarà convergente , mentre i termini, che 
la compongono, vadano, fatta astrazione dal segno, 
decrescendo sempre più di valore, quanto più si allon- 
tanano dal principio della serie ; e sarà essa divergen- 
te, quanto più gP indicati termini nell’allontanarsi si 
vanno aumentando , Ora presi , prescindendo dal 
segno, due termini successivi della supposta serie 

(LXII) , in generale i due ^ , ' è chiaro , 


che , mentre sia x non > i si ha sempre— > . 

« 71+ i 

Dunque in questa, prima ipotesi il Valore dei ter- 
mini successivi diminuendosi sempre di più, ‘la 
serie sarà convergente. Sia in secondo luogo :r>i . 
Fatto in questo caso x—i-t-z, avremo z>o'^ e 
siccome n può aumentarsi all’ infinito , si ponga 

aumentato fino a risultare >-L; ne verrà nz>i, 

e però i ,• ma nz-hn — ffxì dunque* es—’ 

sendo tix > » i , si’ avrà ^ > * quindi 


onde la serie sarà divergente. 

159. Scol. a6.® I, Quante si è dimostrato pre- 


ir**» • 





Paoli Sappleneato agli Ekneatl di' Algebra Opuscalo 

4 - ' ' 

'i' 
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senterne«te della prima delle sene (LXII) è chiaro 
essersi dimostrato ancora «Iella serie Ler/.a , e della 
^LVIlI) , dicendosi in quest’ ùltima della /w — ■ i , 
ciocché nelle altre due si è detto della x. ^ 

, 11 . Allorché siax >i; saranno evidentemente con- 
•vergenti la seconda, e la quarta delle serie (LX 11 )> 
e tale sarà la serie (LIX), quando to— i> » . 

III. In conseguenza di ciò , se venga richiesto 
il valore del moilulo B, data la base m del siste- 
ma corrispondente; otterremo tal valore per appros- 
simazione , serven«loci della serie (I^yi) quando 
771 — I < I , e della (LIX), quando /« — i > i • Fa- 
cendo m=rio, si avrà > 

9 r 4 - — (_ ec.= a, 30258509299404^^^4 ••• 

1 60, ‘TVot-. 1 5 .® Nella supposizione del numero 71 in- 
finito sarà • 

. Dim. Abbiamo ^ ~ y* 

' ^ ^4 ^ ec. Ora 

a.òn 3 ^ ,». 3 . 4 n 4 

nithr^ì) 7 » n(«— il(u— 3) _i » ' ■ 

" an^ — ~T sn * >ì. 6 n^ . » 3 a» 


n^.)(p3)Pi-3>_ I ^ eo.Dun. 

a.3.4«A a. 3 . 4 a4n‘ 4ii3 

qua quanto più cresce il valore di n tanto più i 
.coefHcieiiti della j- si accostano come a limite cop- 

rispoo«lentemente ai valori ^ t ~ y JT’' à ^ 4 » 

ec. , in quantochè sempre più diminuisconsi i va- 

-A , ec. Pertanto sa 


lori 


a« f- a/l 3/»^ ■* 4™ a4'i* ' 4"^ 


7» diviene inlìnito, dovendo allora considerarsi tut- 
,ti- i .termini dolla serie i -+*>■ •+- J* •+■ nei 

lo- 
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loro limiti ( I. w.* 98. Alg. ) essa seri# diviene 

•4- ec. , e quindi. 




-I- ec. ; ma que- 


I . I , I 

1 H- r —~y H — ry — 

‘j, •' a.o •' a. 
quando n è infinito , si avrà 

V n / ^ i Ì..Ò 

sta serie è = e ( IIl.«.®i 58 ). Dunque ec. 

i6i. Teor. i6.° Nel sistema iperbolico corris- 
pondentemente ad un dat(> valore reale e positivo 
del numero ar , il logaritmo y avrà infiniti valori 
diversi uno reale, e gli altri tutti immaginar] . Che 
se il valore di x sia reale , e negativo , anche al- 
lora avrà y infiniti valori diversi , ma tutti imma- 
ginarj . 

Dim. Pel ( n.* prec. ) , posto n infinito , abbia- 
mo (-i)” =jr} dunque il valore dellay dipende 

da un’ Equazione, ohe ba forma algebraica, di grado 
infinito; ma dalle proprietà delle Equazioni si ha, che 
un' Equazione algebraica contiene sempre tante ra- 
dici reali, od immaginarie, quanto è il grado dell* 
Equazione medesima . Dunque, qualunque sia il va- 
lore del numero x , 1 valori di y , 1 quali non so- 
no che le radici della ( ■ ^ X, saranno di 

«omero infinito. 

I. Sia x>o, nel tempo stesso sìa a:<i, e po- 
tendo il numero n volersi pari, e dispari ; vogliasi 
in primo luogo dispari; in questo caso la verità 
della prima parte del Teorema apparisce dall’osser- 
vare semplicemente , che per le proprietà sovraccen- 
nate delle Equazioni tra gl’infiniti valori di y nel- 

( * -*- v)" = x uno solo è reale; e gli altri tut- 
ti sono immaginar] . Che se si vuole n pari , sup- 

( yY . T 

t-t- -=1—2, e per® t*+-^ 

Algebra lé 


1 
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n — 1)(2?2— i)zS 


/ \ ” _Ì_/ ® (" ')=* (w 1)(2?2— l)zS \ J 

«»»-■)-■ _ ^c. ). 

V a.o«* / 


Si tenga conto nella serie truovata del segno supe- 
riore , e si consideri n infinito ; per le ragioni stes- 
se , che sonosi addotte nel ( n.° i6o ), otterremo 

/ z4 \ . 

y— — j ma a cagione di 

X < I j avendosi z< i , . (juest’ ultima serie è con- 
vergente ; dunque il 'corrispondente valore di y sa- 
rà reale . Tengasi secondariamente conto del segno 
inferiore , e sia parimenti n infinito , ne verrà 

( 2 ® 2 ^ \ • ^ 
z-H — -j- -H ec. j = a quantità infinita, 

e negativa ; ma un tal valore di è assurdo ; per- 


chè se esistesse ne verrebbe e , e però a? di valo- 
re infinitamente piccolo, il che non può essere, 
giacché il numero x avendo per la ipotesi un va- 
lore determinato è necessariamente finito. Dunque 
esspndo per le proprietà delle Equazioni tutti gli 

altri ra—a valori della y nella imma- 

ginari ne segue, che quando il valore di x esiste tra ze- 
ro, ed uno, eziandio nella ipotesi di w pari si verifi- 
cherà la prima parte del nostro Teorema . Sia pre- 
sentemente x> I . Se si vuole n dispari, anche in 
questo caso si dice quello , che nella ipotesi di » 
dispari si è detto nel caso precedente . Che se si 

pone n pari, riduco |a =x alla^i-»-^^'”* 

= e però alla^n--^^ = i — a , supposto 
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avendosi ~ = i — z; sarà ancor quivi 'z>o, e 
.< I , e come precedentemente truovandosi 
y — — n ’ allorché si 

prende il segno snperiore, avremo j= ^ 

, ^-*-ec. ^ = quantità reali, perchè a cagione di 
c<i , z>o, la serie convergente^; e quando si as- 
sume il segno inferiore avrernojy = — ara — ^z — 

— ^-*-ec.^, valore, che, come di sopra, si truo- 

va impossibile a ^ cagione di n infinito. Dunque 
èssendo poi immaginarie tutte le altre ra — a radi- 
ci della =zx, la prima parte dell’esposto 

Teorema si verificherà eziandio nel caso presente . 

II. Si ponga il numero dato negativo , si de- 
nomini perciò — a; , e posto ra infinito , avremo 

= — X . Se si vuole ra pari, avendosi 
n ’’ 

— X , i corrispondenti valori di y saran- 
no tutti immaginar]. Mentre poi si voglia re dìspa- " 
ri, posto nel caso di x non > i esso ar=i — z, e 

posto * =1— z nel caso di a7>i, avremo nel pri- 

X • 

. . / 2» zJ z4 \ 

mo di questi casi ^ra**- 1 z-«- — -h - g--*- — ^-ec. 1 , 

nel secondo y=z—2.n— . 

Ora sì l’ uno , che 1’ altro di questi valori è im- 
possibile , perchè tanto 1’ uno, che 1’ altro è risul- 


V 
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tato infinito, e d’ altronde jy per la ragione stessa# 
die si è detta di sopra, non può giammai esser ta« 
le . Dunque gl’inliniti valori Ai j , che dipendono 



— ' X essendo sempre tutti ìinma« 


ginarj , vogliasi n pari, o dispari, sia x>, o noa 
>■ I ; ne segue, che si verificherà in tutta la esten- 
sione anche la parte seconda del Teorema esposto . 


i6a. Scol. 27.® I. Avendosi hx — (IV,n.* 


i5S) , ciocché nel {n.^ prec.) si è dimostrato dei lo- 
garitmi Neperiani, vedesi , che si dice ancora dei 
logaritmi in un altro sistema qualunque , U cui 
protonumero sia positivo . Che se il protonuniero. 
.sia negativo, convien dire dei Logaritmi dello 
quantità negative , ciocché si è detto di sopra dei 
logaritmi delle positive, e viceversa, 

li. Quantunque i logaritmi sì possano, conside- 
rare dipendenti dalla (-i)* =:x(«.*i6o)! equa- 
zione di forma algehraica } pure essi , generalmem- 
te parlando, non si possono dire algehraici. Imper- 
ciocché denominandosi quantità algebraiche sola- 
mente quelle, le quali sono formate da ^n nume- 
ro finito di termini , ciascuno de’ quali sia di va- 
lore finito, ed espresso soltanto col mezzo di una, 
o più delle sei operazioni dell’ Algebra-^ ne segue, 
«he tali non possono dirsi in generale i logaritmi , 
* ' essendocohè in generale il loro valore, o si deter- 
mina per serie avelli un numero di termini infi- 
nito (72.* i54-jieg.*)> o si deduce dalla =» 

con V estrazione della radice nesima , ed il valore 

n • ' 

n p/x— n , che ne risulta, a cagione di n infinito, 
è formato di termini di valore non finito; o final- 
mente si -èsprime per Ix , espressióne non dipeu- 


i 
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uente tifile sei operasioni dell’ Algebra In conse- 
guenza di ciò i logaritmi si cpllocanó nel novero 
li quelle quantità , le quali per la mancanza di . 
una o più delle sovraccennate cqndlztom non aven- 
do il nome di aliebraiche ^ si appellano trascen^ 

denti . o trascendentali ■ • n vn 

i 63 . Scol. 28.® I- Nella prima delle sene (LAI) 

%i ponga a: = 1/2, risultando La; = ^ («.“14») ne verrà 
® ponendo —r invece di r, otterremo 

) *4 ( > - r )•- J (■- 1 (LXIV) 

^ V'* V'- ■ 

Sia ora z>i ìsIji questa ipotesi qualunque ■ valore , 
si attribuisca all’ indice r è chiato, che non potrà 

jnal risultare j/z, = i potremo però sempre dare 

ad r un valbré tjtle j che y/' z superi l’ nnita meno 

di una data frazione , che dirò , piccola' quan- 

to si vuole . Supposto difatti > avre- 


iz 


Xno r = 


• Uj+y) 


. Si Còllochino ora invece della 


ir la z nella Seconda delle serie (LX) , e la — 


2 
Z 1 


nella seconda delle (LXII)t avendosi da ciò /z ^— 

- r) = 

essendo queste serie amendue convergepti ( IL n.* 
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^^9) > potrà per approssimazione ottenersi il vaio-» 

re ^ — if__ 

' ^ /(,_^_L) • Attribuendo dunque ad t* 

tin valore intero maggiore dell’ accennato j esso pro- 
durrà i/s — i<-L- 

q 

II. Supponghiamo' nel {j?rec. I ) ^/'z = i -h — 

. - ’ J- tL ' . r ' " 

ricavandosi ~ <,1-1 , ed a cagione di i/z 1 . 

V« > ^ * 

essendo -JL < i ne verrà i ^ = 1 « ? — 

»• ~ 

1 I i 

?+i ’ Y' dunque sarà ancora i — < 

' . r ^ ‘ 

i — . In conseguenza di ciò posto z > 1 e 

determinato opportunamente il valore di r , onde 

— sia < I , amendue le serie (LXIII) , (LXIVi 
saranno convergenti, e tanto più lo saranno, quan- 
to re piu grande . , 

nositVJ- essendo tutti i termini 

positivi , ed essa convergente , avremo il primo 

termine — < di tutta la serie, e però < 

Lz. Nella (LXIII) poi, siccome il secondo termi- 
»e^(j/z-i) supera il terzo . jj 

,4 (i/'z— i) il quinto -L fj/'z— i } i e così di se- 
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guìto,* ne «egne, che il valore della serie (LXIII), 
toltone il primo termine j dovrà essere negativo; 
e per conseguenza si dovrà in essa seria intera dal 
r 

primo termine kr{\/^z — x) togliere ana quantità, 
onde ottenere il valore di Lo;; ma il valore inte- 
ro della serie, compresovi il primo termine, è po- 
sitivo, perchè essendo z>r , si ha Lx> o . Dun- 

r , • 

que sarà Ar (|/'z — 1 )> La? , e però il valore di La? 

r 

contienesì fra i due lipiti hr z— 1^, 

S ' 

IV. Poiché /ir = ^:r 




Vz 


uè segue, che minore di questo prodotto sarà l’ac- 
cesso della serie (LXIII) , e minore il disotto della 
(LXIV) dal vero valore di Lx . 

y 

164* Def.' 18.* Nella x = suppongasi a=i, 

io; risulta x = io , e il sistema logaritmico, 
che dipende da questa Equazione dicesi il sistema 
volgare , o quello delle Tavole ; perchè nell’ u*0 
grandissimo, che si fa dei logaritmi, è questo il 
sistema generalmente adoperato ne’ calcoli pratici, 
e su di esso sonosi formate delle Tavole , nelle 
quali scritti in colonna i numeri naturali, si han-' 
no in corrispondenza i loro logaritmi ridotti a for- 
ma decimale, e viceversa . I logaritmi del sistema 
Neperiano , jicr la loro maggiore semplicità ser- 
vono principalmente pei raziocinii , e pei calcoli 
algehraici . " ^ ... 

i65. 5co/. aq." I. Passando óra a determinare il 
metodo, onde formare le indicate Tavole, denota- 
ti con la espressione log. i logaritmi , che vi si 




/ 
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coiiiengono, comincio dall’osservare , che, esgen(f« 

log.x =-^ (VI.».* i53)=:AZx (I.re.« i55), ed es- 

«endo nel sistema, che consideriamo , k 

JB 

a,3oii585c9a99:jo4jol{4.,. ^^9)~®^4^4^?44®*9®325i>- , 

i logaritmi volgari, e le serie loro appartenenti, si 
otterranno , moltiplicando i logaritmi iperLolici , e 
le serie rispettive per quest’ ultimo numero , ’ il 
quale per semplicità seguiterò a denominare k 

II. Non potendosi i logaritmi determinare rap- 
porto a tutti i numeri esattamente ( II. n. ®i6a ) 
ed anzi pochissimi essendo que’ numeri razionali* 
rapporto a’ quali si ha questa determinazione esat- 
ta, hanno dovuto i Matematici cercare i loro va- 
lori per approssimazione . La continua ricerca de’ 
medj proporzionali è stata pel (li. «.<>140) la via 
che hanno seguita per questo fine i primi Autori ! 
ma ad un simile calcolo di somma lunghezza, e dì 
un estremo fastidio, hanno i Matematici posteriori 
sostituito r uso delle serie, e di alcuni artifizi 
col mezzo de’quaji tniovansi 1 logaritmi con una 
prestezza , e facilita di gran lunga maggiore . 

IH. Nella determinazione dei logaritmi median- 
te le serie, basterà cercar quelli de’ numeri primi • 
perchè conosciuti questi, sarà assai facile pel (n.* 
145) il truoyare i logaritmi de’ numeri composti, 
delle irazioni , delle potenze, e dei radicali. Af- 
fine per esempio di avere i logaritmi de’ numeri 

i5, laS, X, |/ii, basta conoscere i logaritmi de* 

numeri 3, 5, 7, 2, 11, giacché 

log. i5 = log. 3-+- log. 5 , log. 125 = 3 Iog.5, log, X — 

log. 7 — log. 2 , log. \/i 1 , 
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IV. Nel sisfema volgare non vi potino esserd 
evidentetiifcnle altri numeri razionali ^ i quali ab- 
Liano ile’numeri razionali per logaritmi, ee non 
che le poicnze esatte del io avendosi così 
log. 1=0, log. 10 = 1 , log. 100 = 2 , log. 1000 = 5, 

ec. log. — = — I , log. — — = — a , log. ~ — = — 

^ ’ e ,0O > * o ,noo 


1000 


3 , éc. , e in genefale log. io*“ =:dbr . 1 logaritmi 
degli altri numeri razionali , essemlo quantità tra- 
scendenti (II. «.*162), ed il loro valore dovendo- 
si perciò rictn'are per appiossimazione sarà ben6 
il determinar quelle serie {prfc. HI), le quali so- 
no più utili all’ intento; giacché le" determinato 
nei (r/.* 154, i 55 ) si accostano di sovente con trop- 
pa lentezza ai valori ricliiestt . 

V. Col mezzo ancora delle frazioni continue 
( n.* 1 1 7. . ) potremo accostarci quanto si vuole 

al valore del logaritmo di un dato numero, quan- 
do esso logaritmo non è intero . Sia difatii *'>r 
il dato numero , y' il suo logaritmo , e poiché y* 
non e intero, chiamato « il massimo numero inte- 


ro, che in esso si contiene , sia y' = « h- JL do» 

^ ^ p 

vrà il denominatore essere > i , ed a cagione 
■di a:' > I , dovrà essere positivo , ed avremo 

« + -I- 2. 

^ ^ IO —IO X*o ,Si supponga * = ^ 

10* 

,P ■ 

ne verrà b' io ^ e siccome si ha p'^ \ , facciasi 

P — ^ ~*~~T ’ essendo il massimo inteto , che si 

a - s. 

contiene in p ; sarà ff'non < 1 , j>t, ed avremo 

^ — . ■ * 9 . 

ao = ó X b g . SI faccia = cj risultando c =&, 


V*» 
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ed essendo q>i > posto q — y-^—, ove y sìa l’in- 
tero massimo, che esiste in y, éJ ove r> r , ot- 

terremo b—c Xc ' j e fatto sarà d — c» 

Posto nuovamente -h , sostituito, e fatto 

= e , otterremo e •=.d^ q cosi potrà prose- 

à 

guirsi quanto si vuole . Conoscendosi il numero 
x' , e la base io’, è chiaro, clie si potranno co- 
noscere successivamente tutti i quoti b, c, d. ec. 
e quindi gl’interi «, fi, y, f, ec, , onde con la suc- 
cessiva sostituzione otterremo 

=-i— rt-l_ 

, p «~h ' ' _ 

fi-^ fi-tl 

i > +' 

r ec. 

Se sia ar'<i; allora, supposto -^= z', cercherò 

r' 

nella stessa guisa il valore dì y' nella z'— io , e 
cangiato poscia il segno al valore , che si ricava , 
esso sarà il logaritmo di Con lo stesso metodo 
ei potranno cercare i logaritmi anche in un altro 

y 

sistema qualunque x — m . ^ 

i66. Scol. 3o,* I. Si ponga nella terza delle 
serie (LXII)-« invece di x , e si sottragga dalla 
•' sèrie medesima il risultato 

L(i -x) = A-^-x- X ■“ T “ T “ 

e giacché L ( i-t-x) — L (i— x) “L t otterremo 
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X A 1% 1 J*i » 

* r*4-.r __ j / ,r 7 \ 

— 2k { X-*- —• -t- ^ 1- ec. , I 

1 — X \ ò 0 7 ’ I 


kSt 


c supposto ~^ = 2j onde x = ne verrà ' 

T •_ T A~* . (s— ')* . (z— «)S |z— 1)7 \ 

• (LXV) 

II. Si faccia 7~7*==— > venendone a; risulterà 

4— X n z-t-/ì 

Lz =Ln-h2k(^--^ 

\»+rt t 


(z— n;3 ^ (z— «)5 (r — n)7 


. . 3(z+piJ 5(z-f «[5 ' 

Ponendo poi A = i ( H./^.o 157 ) , si arra ^ 


■ec-^ (LXVI) 




2— I (Z— (z — (7 T)7 


• ec.^ 


ÌZ — lri'^ a 


■ 3(iH-ij3'^5-,z4»j5 7 (z-,-ì^7 

/z — n fz — tj ]3 (z— n)5 (z— n)7 ^ 

\z+r ■*■ 3(z+rtj3 ec.\ |LXVII) 

- 1 - . ' 


Ogniqualvolta sia z> i , ed n<z, e >0, le serie 
o:a tiuovate sono sempre convergenti , e quanto 

meno n differisce da z , la convergenza diviene 
tanto maggiore . 


167. Probi. 23 .® Vogliansi i logaritmi de’ pri- 
mi dieci numeri . r * 

Sol. Conosciamo già 1 logaritmi de’numeri 1 . 
IO. Fer determinare quegli degli altri 2, 3 ec. 
9, questi nunKri successi vr.meni 

te nella (LX\) m luogo della z, e calcolare in 
essa tanti termini /(pianti sono neccessari all’ ap- 
prossimazione , che si domanda giovando però il 
cercare di accostarci al vero valore il più rapida- 
mente, che sia possiliile, perchè così si deve cal- 
colare un numero minore di termini; supporrò 

invece z successivamente = 

dosi quindi in corrispondenza ~ H '* J_» 

z-r I ^ ’ 39 

risulterà log.l^=a/Y ^ 

® \ 9 3.93 ^ 5.j7 -*■ ec. y 


.m 
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log.^ = )*' 

loS-l? = )* 

«efie tutte e tre assai convergenti. Calcolati ora 
in queste nn sufficiente numero di termini, e chia- 
mati per brevità A , B , C , i risultati , sarà 

Jog* 8 “ ^ ^ ~ ^ àB"” ^ ^ ~ 

log.ie— log.8=i— 3log.2,log.^ = log. Y = I — alog.3, 


log. = I -4* log. 3 -* log. ^ a log. a . Dunque es- 
sendo I •— S Iog._ a — A, I -- a log. 3 — B, i -»- logw 3 — 
log. 7‘-alog. a:t :0 , considero log. a » log. 3 , log. 7 
come tre incognite , ne determino col mezzo della 
eliminazione 11 valore , e posti invece delle A, B, G 
i dovuti valori , avremo 

log.a = b, 301039995663981 iqSai i 
logvS s: o> 477*^**547*966243730 j 
log. 7 = 0,84509804001435683071. 

Ma log. 4 — a log. 2 j log.6 '= log.a-<-log. 3 ,log. 5 =: t — 
log. a , log. 8 = 3 logi a , log. 9 = 2 log. 3 . Dunque so- 
stituendo Otterremo 

log. 4 = 6, 60205999132796239043 , 
log. 5 = o, 69897000433601880479 j 
log.6 = Oi778i5*a5o38364363a5i j 
log. 8 = 0, 90308998699194358564'» 
log. 9 = 0, 95424250943932487469 * 

168. Scol. 3 i.“'I. Proseguendo a cefcaré i lo- 
garitmi de* ntimèri interi maggiori del io còn la 
maggiore convergenza , rappresenti p un numero 
primo qualunque , e siano già cogniti i logaritmi 
dei numeri interi di lui minori» aVrò perciò noti, 
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log. (/?— i) , log. log. ;• imperocché es- 

sendo p-^-i numero pari , e quindi — numero 

intero, si conosce log. ^ © per5 iog^ (p-*-i } 

s= log. 2-+. log. ed essendo/!*— i=(/»—i)(y7-Hi) , 


si ha log. (/>*— 1 ) =: log. (/? — I ) -H log. (/-HI ). 
Ciò posto si faccia nella ( LXV ) z = -5^ , e però 


Z — I 

log. 


3 ^ 1 


avremo 


A = 2 A- (’ 

— ^ \( 3 p*— l] 


3 ( 2 /*-! ;3 


-H CC. 


)• 


Ora chiamato A il valore della serie , cosicché 

/* — I ■ ' - - o 


log* = A , osservo , che log. z= 2 log./ — 


log. (/*— 1). Dunque avendosi log./ = » 


ed essendo la serie (LXVIII), mentre si faceia/>io, 
moltissimo convergente , potremo col suo mezzo 
ottenere i logaritmi domandati senza eseguire un 
calcolo troppo prolisso . 

II. Si voglia il logaritmo di 29 , e vogliasi 
questo esatto fino alla decima cifra decimale . Fat- 
to perciò / z; 29 , onde 

r T I ^ I . , 

2 /*— il 1681 ’ 3(ap* — i)J i425o3i2yà3 ’ 

co in decimali : ma quindi risulta • _ •’ 

1 1 : 

1687 - o>ooo59488399 , = 0,00000000007 i 

dunque non esigendosi il lagaritmo esatto, che sino 
alla decima cifra , basterà nelle serie tener conto 
del solo primo termine , ed avremo 

1 ® 5 * /^I7= a^Xo, 0005948340=0, 868 S 889638 XQ» 


(LXVIII) 
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CC0Ó948840 ( I. i 05 ) = o , 0005167097 = A 
(prec, 1); si è per maggior esattezza aggiunta un* 
unità all’ undecima cifra 9 del valore decimale del 

I ^ , _ A + Ioé;. (p*— I) 

termine ->o-. Ora Jog./> — 1 • 

__ A + log, ( p — 0 -t- log- ^ Dunque avremo 

"" a 

0,0005167097 + loi; 28 -f* ìog 3 o _ 

log. 29 = - 

^ooo5i67o974-1 _ 4-H 4628979979 (^.° 167). 

Per ottenere con la stessa esattezza i logaritmi de' 
numeri inferioù al 29 , fino allo ii inclusi varnen- 
te, basterà nella ( LXVIIl ) calcolare, i due soli 

primi termini . , , . .,11 

III, Se calcolando il solo pruno termine della 

f LXVIIl) ottienesi con T indicata esattezza il lo- 
garitmo di 29, molto più con l’esattezza medesi- 
ma si otterranno i logaritmi de’ numeri > 29 . Anzi 
giunti essendo al 781 si potrà ricavare il logarit- 
mo di questo numero , e degli altri ad esso supe- 
riori , calcolanilo il jirimo termine di una serie più 
semplice della precedente. Tal serie è la seguente 

(LXIXI = '-k (^. 3;^, ) 

nata dal supporre nella (LXV) Ftjtto an- 
che in questa **><^7=7 = ^’ l’Equazione 

log. /7=A -t-log. (/;—i) prossimamente esatta fino alla 
decima cifra, mentre sia p non <751 . 

IV. Lo esposte sono le serie , onde ottenere 

per approssimazione i logaritmi di tutti i numeri 
interi , e quindi onde formare le Tavole , vengono 
allo stesso fine proposte eziandio altre serie ; ina 
le precedenti sono abbastanza semplici , e comode 
«ir iutento . '* 
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*169. Dfif. jg.“ Alla parte iatera del decimale, 
elle costituisce^ il logaritmo, si dà il nóme di Co- 
ratteristica , e quello di Mantissa alla parte fratta. 

'170. Scol. I. E facile a vedersi, die i 
numeri, i quali si estendono dallo i fino esclusivà- 
mente al io hanno per caratteristica lo zero 3 quel- 
li, che si estendono dal io fino esclusivamente al 
ICO, hanno per caratteristica l’unità: la caratteri- 
stica de’ numeri compresi dal 100 fino esclusiva- 
mente al 1000 è il 2 ; e cosi di seguito . Dunque 
le caratteristiche de’ logaritmi corrispoudenli ai nu- 
meri interi contengono sempre tante unità meno 
una, quante cifre si contengono nei numeri medesi- 
mi ; ej^eì\e caratteristiche de’ logaritmi delle fra- 
zioni spurie esistono tante unità meno una , quan- 
te cifre'sT contengono nelle loro parti intere . 

II. Pertanto dato un qualunque numero razio- 
nale non < I , si troverà tosto la caratteristica del 
suo logaritmo; e viceversa data la caratteristica di 
un logaritmo, si conoscerà immediatamente di quan- 
te cifre è composta la parte intera del numero cor- 
rispondente , e quindi entro qu*i limiti e*o sia 
posto. Egli è da ciò, che 'si è dato tal nome alla 
parte intera del logaritmo , ed è pur anche da ciò, 
che essa nelle Tavole viene attualmente soppressa . 
171. Scol. 33 .“ I. Suppongasi nella ( LXV. ) 

a-4-J • . • T 

z — — , ove a esprima un’intero non <751 , e o 
una frazione vera qualunque ; ne verrà , 

log. H- ec. ) . .. 


Si faccia nella stessa (LXV) z = risulterà 

a * 

log. = ,1/ _L_ * ^ ^ \ 

Ora riducendo allo stesso denominatore le due frazioni 


(LXX) 

(LXXI) 
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Tc^h* “® ^3:^* ~ (.»“-(- • K^a-*^) ’ »«-♦-* ~ 

' , . Dunque , éiacohè si ha 6<i , e quin- 
<aa+iKa«+i) * ® 

di 2 ob-hb< 2 a-*-b , sarà ancora , e per 

oonseguenza la serie ( LXX ) sarà piu converjjento 
verso il proprio valore di quello che sia la (LXXI^ ; 

ina per essere a non <75 ijI Equazione aa-w«~ 


è esatta fino alla decima cifra, esatta per conseguen- 
za quanto ordinariamente si richiede dalla pra- 
tica , dunque tale sarà ancora la Equaaiono 


a4-h akb 
1®S- ‘fi ~ ~aa-|-i 


Pertanto avremo 


1 o+T . a4'i . 
log. _ : log, _ . 


afe 2jfl . J— * 

_ — - ; —4- ; : I :b -*■ =- ; 


ma essendo b : ed essendo 

I— & quantità minima rapporto alla 2 a~*'b, tale è 

ancora-^^- riguardo a b . Dunque trascurato que- 
%a-^b ° 

•to rotto nella precedente proporzione , avremo 
prossimamente . 

log. fitl : log. : : I : ^ , e però 

I ; ò : ;log.(a-+> i ) — log. o:log. (a-t-b ) — log. «, 
d’ onde 

log. {a-*-h) = A (log. (a-t - 1 ) — 4og. a) log. a , 


__ lop («-4-^) — log- 
^ ■” log! (u-i- 1) — log. a ' 

li. Mediante la proporzione (LXXH), e le suc- 
cessive due Equazioni , potremo , dato un numero 
non contenuto nelle Tavole, o perchè fratto, o 
perchè superiore al massimo delle Tavole medeai- 
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tnp, potremo, dissi , trovare il logaritmo corrispoa- 
dente; e viceversa dato un logaritmo non esisten- 
te nelle Tavole , potremo trovarne per apprussima> 
zione il numero che gli appartiene. Ma la pratica 
attuale di (jueste determinazioni , come pure la na- 
tura, e l’uso del così detto Complemento aritmeti- 
co vengono esposti nelle Nozioni preliminari alle 
Tavole. Noi piuttosto esporremo brevemente la so- 
luzione di qualche Quesito dipendente dai loga- 
ritmi . 

172. Esem. I.® Un Usurajo pone un suo Capi- 
tale a ad. un frutto , od iuteresse composto ad h 

f ier uno, e ve lo lascia per un tempo t, accumu- 
ando sempre capitale, e frutti . Dopo questo tem- 
po Egli truova di aver ridotto a A il proprio capi- 
tale . Cercasi 1 ’ Equazione corrispondente . 

Sol. Affine di risolvere il Problema con la do- 
vuta generalità , si osservi , che essendo contratto 
d’interesse composto, quel contratto illecito, nel 
quale si vuole , che non solamente il Capitale, ma 
anche i frutti , che se ne ottengono , producano 
nuovi frutti , si osservi, dissi, che conviene distin- 
guere due generi di tale interesse, l’uno, che di- 
cesi discreto , nel quale ciascun frutto non produ- 
ce nuovo frutto, se non dopo una determinata uni- 
tà di tempo finita, per es. dopo .un anno , e l’al- 
tro , che si appella continuo , nel quafé non solo 
il Capitale, ina anche i frutti producono sempre 
ad ogni istante nuovi frutti . Ciò posto . 

1 . Abbia luogo il primo degli accennati inte- 
ressi, e preso per unità di tempo un anno sia 

t zz n , essendo n , m due interi > o , ed n 

il numero degli anni . Al fine del primo anno , es- 
sendo , per la ipotesi fatta, ah il frutto del capi- 
tale a, per l’anno secondo il capitale sarà dive- 
nuto a-*-ahzia(i -*• h) . Chiamato questo a', nel fi- 
Aìj^ebra • 17 
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ne dell’ anno primo sarà esso divenuto a! (i-t-A) j 
così posto a'”(s-t-/i}=za"',ec. 

(«—I («) (n) 

a (i-^A) = a , le a", a'" , a", ec, a esprime- 
ranno ciocché il capitale è diventato rispettivamen- 
te nel line degli anni secondo, terzo, quarto ec. 
nesiwo . Ora sostituendo successivamente, si ottiene 
a'~a(i-*-h},a'=u{i-hh}^,a"'=a{i-t-h)^,a"'zza(i-i-h)*jec. 

a =a(i-4-/i) . Dunque essendo ^ciò, che nel- 


(«) 


la frazione di tempo ~ frutta il capitale a al fi- 

(rt) (w) , 

ne del tempo supposto n , a - “ * ^ 


m 


m 


« (i-f-A) sarà il valore acquistato dal 

capitale ; ma tal valere è b . Dunque 
n , 

^LXXVIII) a(iH-A) (i-H — )=i sarà in questo primo caso 


r Equazione domandata. 

II. Il supposto interesse sia contìnuo . In tale 
ipotesi , chiamato i il frutto del Capitale i in un 
istante, denominato p il numero degl’istanti, che 
si contengono in un anno , e ritenuto, come nel 

(prec, I), ra-H — il numero degli anni, in cui il 

capitale rimane a frutto , cosicché preso in questo 
caso r istante come unità di tempo si abbia 

t—pn-^^\ troveremo nel modo stesso del (prec. I), 

che al fine del primo anno il capitale sarà dive- 

jf» 

nuto , e al fine del tempo t iarà divenuto 


r 
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t np jon + _L 

•(i-t-i) =a(i-+-i) »”=a((i-i-j) ) Ora, svi- 
luppata la potenza suppongasi pi 

“ / 

, P 

•+-ec. = A; risultando da ciò (i-t-i) = i-t-A avremo 

P P , . 

c(i-f-i) -- a=ak-, ma a (i-+-/) —a altro non e e vi- 
de? ^temente che il frutto totale che si è ricavato 
al fine del primo anno . Dunque tal frutto venendo 
espresso eziandio dal prodotto ah , ne segue , che 
h rappresenterà, come nel (prec. I), il frutto to- 
tale del capitale i al fine dell’anno primo, e poi* 

t 

ehè con la sostituzione si ottiene a(i-Hi) = 

a( I ■+-k) , ne segue chéìrtabilito già l’indicato 

frutto h del primo anno 1 ’ Equazione richiesta sarà 

‘ a(i-^h) ^ = h. 

173. Scol. 34.* Le Equazioni (LXXIIl), (LXXIV) 
ora truovatc ci serviranno alia soluzione di molti 
fra i Quesiti , che si sogliono proporre d’ interesse 
composto. Difatti. 

I. Se dato il capitale a, il frutto h del primo 
anno, ed il tempo ^ = ra-*--i,si cerchi qual sia l’ul- 
timo risultato b, oppure se dato questo ò, dati t, 
ed ^ , si cerchi il primo capitale a , le due (LXXIII) , 
(LXXIV) somministreranno tosto i valori doman- 
dati . 

IL Date le quantità a, ò, si domanda il 
tempo ^ = Sia in primo luogo l’interesse 

composto continuo, e presa quindi la Equazione 


(LXXIV) 
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t 

(LXXIV), os«ia la passo in essa dai no^ 

meri ai logaritmi . Risultando da ciò log. a (i -t- 

^ ‘ 
5= log. J, ed essendo log. a(i-t-ò) =log.o-»-i log.(i-t-A), 

otterremo f =:«-»- -I- = , Cerco dalle Ta- 

vele log.a, log. ò, log.(i-*-A) , sostituisco, ed effet- 
tuata la divisione , ci risulterà il chiesto valore del 

tempo , e però la sua parte intera », e la fratta . 

Sia in secondo luogo r interesse discreto. Con- 
sidero , anche in questo caso , tale interesse co- 
me se fosse continuo , e supposta T Equazioun 

o(i-h//) =ò, truovo come precedentemente In 

parte intera » del tempo , e la parte fratta ~ • 
Ora 1 * Equazione , a cui conduce il Problema pre< 
so nel suo vero aspetto,, è la (i-t-— )=i, 

e frattanto T intera n è lo stesso in amenduo i oa- 

»4--Ì- 

si ( ».® 172). Dunque avendosi a(i-f<A) ^ =3 

z 

» T . ~ l 

a (i-t-A) ( I ) , risulterà ^ = i , e pe- 


ro = 

n 


P 


; ma n, ti p sono numeri già 

determinati . Dunque ec. 

111 . La precedente riduzione dell* Eqnaziono 

(LXXIV) alla log. a ) log. (i ■+. A) ;;; log. i*. 
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^ la rìdtìzìone fatta nello stesso moflo della (LXXIII) 
alla log. a-*-n log. (i-hA) -t- log. {m-*~h) — log. m=tlog.& 
potranno nel casó di t .grande, agevolare di molto 
il calcolo per la soluzione del Problema proposto 
nel I prec. 1) . Imperciocché , tmovato con 1’ ajuto 
ilelle Tavole , e col mezzo delle esposte due Equa- 
«ioni il valore di log. b , oppure quello di log, a , 
secondochè si cerca 1’ ultimo risultato b , oppure 
il primo capitale a , potremo tosto xJa questo valo- 
re logaritmico dedurre , mediante le Tavole mede- 
lime , il corrispondente valore di è , o di « . 

IV. Cogniti finalmente i valori a y b, t si vo- 
glia il valore di h. Quando l'interesse è continuo 

dedotta dalla Ì(LXXIV) la log. (i h-A)= , ' 

conoscerò il valore di log. (r+A), e da onesto col 
mezzo delle Tavole si ritrarrà il valore dt i-e-A, 

e però quello, di h% • • i. 

Che se T interesse è discreto ; poiché si ha 

n log. (i^A) + log. 1") = 


log. 7 " -f- eo., log. 


e poiché finalmente h per essere il frutto del ca- 
pitale I j pone si di un valore notabilmente mte- 
j-iore all’ unità , onde amendue le serie trovate so- 
no convergenti ; terrò nelle indicate serie conto 
tolaménte dei primi due termini > e fattane la so- 

h 

itituzione , si avrà prossimamente n ( A — — ) 7 ^ 



ri log.J — log.a, e però^* — 




( log. a- log. J) , Equazione in h del se- 
gnilo erado, dalla cui’ soluzione sì otterrà prossi- 
mamente il chiesto valore di A . Se si volesse un 


I 
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approssimazione maggiore , ti potrebbe nelle serie 

h — — -4-ec. ^ ec. tener conto anche dei 

termini ; oppure di questi , e inoltre de- 

gli altri — “»a ciò facendo risulterebbe 

per h un’ Equazione in corrispondenza di 3 o 
di 4-° grado . Che se nelle solite serie non si fos- 
se tenuto conto che del pnmo termine; allora per 
h sarebbe con minore approssimazione ^ ma però 

con semplicità maggiore risultato h — • 

Se si fosse supposto t uguale semplicemente 

all’ intero n : allora avendosi — = o , il Quesito si 


m 


risolverà come nel caso dell’ interesse continuo , 
risultando log.(i-i-A) = . 

V. Dei due interessi composti cercasi, te sia più 
lucroso il continuo , od il discreto . Poste perciò 
uguali tanto nell’uno, come nell’ altro le quantità 
a , h t n f m, e chiamato b 1' ultimo risultato nell* 
interesse continuo , e B nel discreto , per le (LXXIII) , 


w-4-_L 

m 




(LXXIV) avremo ò : B : ; o(n-A) 

1 

( f \ ITI ^ Q 

i^h) : I H , e supposto m r: — ,ove q>P> 

m p 


avremo & : B : : (i A) ^ : i 


^ (i-t-A) : I ^ ^ cc. 


ph 

f 
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• ' Parte 1 T. 

1 . a . 3 . . . T 

^ec.^ ^ cc. ) 

( I , a . 3 . . . »; ^ 


7(pg-—gVgq— g«7) • • • f»— Oy)/i^ 


o ’ 

1 , a . 3 ... »? 


• ec.) :V (i-i-/?/i 


pq{pq—p)h* _ , pqipq—p)(pq—^P)- ^ ^ 

“ ^ ' 1 ' "I Jl CC»**^ BP *•* 

I . a . 3 . . . »?* 

Ora a cagione di p<q ì e però di pq ~ q<pq —p t 
pq~^2.q< pq—s,p,&C.j pq — [9^i)q < pq~\'r—^ )p 8Ì ha 

., . , 2?) 

il termine generale 

1 . a . 3 ...» ? 

^ pqipq^pYpq- ^P) • • • [pq-i*-~^')pV^__ Dunque cia- 

1 . a . 3 ...» ? 

•cun termine del primo degli esposti radicali qe- 
simi j a riserva dei primi due , essendo minore di 
ciascuno corrispondente nel radicale secondo , e di 
più il numero de’ termini in quest’ultimo superan- 
do il numero de’ termini nel primo ; ne segue , che 
quello sarà minore di questo ; e per conseguenza 
' risultando b<B sarà meno lucroso l’interesse com- 
* posto continuo di quel che sia il discreto . Pero 
quando sia t numero intero > i due interessi sono 
uguali . > 

174. Esém. a.® Tizio ha presso di Cajo un Ca- 
pitale a , da cui ricava ad interesse ' semplice un 
frutto annuo di A per i. Vorrebbe egli nel corsodi 
n anni estinguere il suo credito , ritirando tra ca- 
pitale j e frutto un egual porzione in ciascun an- 
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no . Cercasi quanta debba essere quest’ annua pOf<^ 
ziune . 

Sol. Cliiamata essa x , siccome deve Tizio ri- 
tirare nel primo anno il frutto ah, ritirerà la par- 
te x—ah di capitale, e il capitale, die gli rimar- 
rà presso Cajo sarà a — x-*-ah — a(i-*‘h)’^x . Denomi- 
nato o' questo^ valore , a'h sarà il frutto, che gli si 
deve al fine dell’anno secondo , ed estinguendo egli 
per conseguenza in tale anno la porzione x — a'h 
di Cipitale, rimarrà creditore dell’altra a'—x-^a'h 
07, che dirò a”. Nella maniera medesima 

chiamate a'", a'*, ec. ^ le parti di capitale, che 
restano successivamente in mano di Cajo dopo gli 
anni terzo, quarto,, ec. ne.ùmo , truoveremo dover 
essere a'" = a"(i -•-//) —x, a'" =a"'(i .^h)—x » ec» 

X. Faccio le successive sosti- 
tuzioni , e risulterà 

a !-»-//) — X , 

a''=r«(i-4-A)’ — x(i-t-7/) — x, 

«'"=«( ) -hh)^ — x( I x( X f 

a' *'=u( I x{i-*-/;)^— 2 ;( i -+-A)»— r(i-t-A)—* > 

ec. 

('») n n—ì 

a ~a{i-t-h) — x{i-i-7() — -x(i-»-A) — ec.-— x(i-t-A)— ip» 

Ora per le condizioni del Problema deve essere 
(”) 

a = o , e per la natura delle serie geometriche ab- 
n n— I «—a 

biamo (n-/<) -f-ec.*+-(i-»-A)-Hi 

= _Tm-A ^ Dunque avendosi a{i -*■ h) — 

( ) X = o , sarà X = la doman- 

data annua pensione • 
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V7S. Scol. 35-.* Nel Problema ora proposto so 
5nTtce della x si fosse posto incognito il numero n 

degli anni, sarebbeci risaltato « = * 

« se si fosse considerato incognito il valore di A , 
operando come nel (IV. 178) e tenendo conto 
nelle serie fino alla terza potenza di hy avrebbesi 


ottenuta P Equazione 


nr3 — 


À* - 




-zno, dalla cui soluzione sarebbesi ricavate 

X 

prossimamente il valore cercato . 

176. Esetnp. 3.* Nella supposizione, che nel 
corso di soli 600 anni dal Diluvio possa essersi la 
Terra popolata nel modo stesso , in cui lo è pre- 
sentemente , cercasi in qual ragione avrebbe dovu- 
to ia popolazione aumentarsi annualmente . 

Sol. Il numero totale degli uomini sul- 
la Terra si calcola , che di presente ascenda a 
700 , 000 , 000 (*) 

Dunque dalle 6 persone, che sole rimasero do- 
po il Diluvio a popolare la"' Terra , avrà dovuto 
nella nostra ipotesi con le successive generazioni 
prodursi nel corso di 600 anni 1’ indicato numero 
700 , eoo , 000 di viventi , e ponendo , che nell’ ac- 
cennato tempo altrettanti siano stati i morti, avraO 
dovuto nascere t4‘^ooooooo di uomini . Ciò posto 
sia I : la ragion domandata dell’ aumento di po- 

polazione, cosicché chiamata A tale popolazione al 
principio di un anno, essa al fine dell’anno me- 
desimo divenga A -t- AA = A (i -»-A) . In conseguenza 
di ciò le 6 sovraindicale persone al fine del pri- 
mo anno saran divenute ó(i-t-A), ai fine del se- 


L<>8ace Atlas higtoriqUe chronologique geograpViiqne,' 
et généali'g-lqne . Florence Chez Molini Landi i8o6 . Carte 
suppiumeutaire da Mappemende . ' 


Digilized by Google 



a66 Appendice AET’AtcEnnA 

concio 6(i-»-A)*, e così proseguendo , come nel 
(n.®i72), al fine dell’anno óooesimo saran diven- 
600 

tate 6 ( I -t- A ) , e avrem quindi 1 ’ Ec|uaziooe 

600 

r= 1400,000,000 . Cercando ora il ralo- 
re di h, passo dai numeri ai logaritmi , e truovato 

log.(i-f-A) = (log- 1400^000,000— log. 6) , sic-' 

come dalle Tavole si ha log. 1400, 000 , 000 = 
9 , *461280, log.6=o, 7781512, otterremo log. (i ■+-//)= 

I 

33^X8,3679768=0,0189466, e passando dai loga- 
ritmi ai numeri, si trnoverà i-t-h = — , e pe- 

xoooooo ^ * 

, , _ 32634 ■ » . ^ t 

^ a.jp8o prossimamente < j- . 

■^31684 

Dunque affinchè la popolazione del Mondo fosse 
diventata quale abbiamo supposta, bastava, che es- 
sa crescesse ogni anno di '33 , cioè in ciascun an- 
no per ógni trenta persone se ne accrescesse una . 

' Siccome il rapporto ora determinato è assai discre- 
to specialmente presso quei primi abitatori della 
Terra, i quali per la loro vita più semplice, era- 
no di noi più robusti , e però più fecondi ; é sic- 
come nell’ epoca da noi stabilita la popolazion del- 
la Terra non era certamente cosi grande , come si 
è supposto presentemente ; quindi apparisce quan- 
to sia assurda 1’ obbiezione di coloro, i quali per 
opporsi alle Sagre Carte asseriscono non essere pos- 
sibile, che da sei sole Persone siansi prodotte quel- 
le popolazioni, che dalla Sacra Scrittura vengono 
accennate .' 

/ 177. £sem. 4 -^ Essendo D la densità dell’ aria 
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contenuta sotto la campana di una maccliina pneu- 
matica ; cercasi dopo quante esantlazioni potrà tal 
aria ridursi alla densità d. 

Sol. Chiamata a la capacità della campana, e h 
quella del tubo, per cui scorre lo stantuffo della mac- 
china ; e chiamate D', D", D'" ec. le densità dell’ aria 
sotto la campana dopo la prima, la seconda, la terza 
esantlazione, ec., ed x il numero delle esantlazioni 
supposte; osservo, che la quantità dell’aria a princi- 
pio è aD, e che, ritirato lo stantuffo, essa deve occupa- 
re lo spazio a-^b, diradandosi perciò, e acquistando co- 
sì la densità D'. Dunque tal quantità essendo ancora 
~ (a.'*-b) D' , avremo l’Equazione {o-t-ò)D =aD, 

donde D' = . Rimesso lo stantuffo alla prima 

posizione , aD' sarà la quantità dell’ aria esistente 
sotto la campana; dunque rinnovato il precedente 
discorso , vedremo ,\ che dalla seconda esantlazione 

si avrà = : in egual modo dalla terza D"' 


aD' 


aD' 


= > dalla quarta D"' , e così di segui- 

to . Dunque con le successive sostituzioni truovan- 
dosi D' = D" = , D'" = , ec. la 


a»D 


esprimerà la densità dell’ aria dopo la xèsi» 


a'D 


— d. Ora 


ma esantlazione , e però avremo • " 
per risolvere questa Equazione la riduco alla 
f “ "T •’ logaritmi , e otterrassi pel 


V 


valore richiesto x = . . . 

los.(a-f-i)— log a 
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JMolti altri sono i Problemi simili agli espo* 
tti , la cui soluzione o dipende , o si facilita dai 
logaritmi ; ma P esposizione dei precedenti è suf» 
ficiente ad indicare come dobbiamo regolarci ne- 
gli altri » 


FINE. 
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